
При этом стандартное отклонение измерения степени пропускания предполагается постоянным 
во всем динамическом интервале фотометра. Вместе с тем, как отмечают в [1], кроме аппаратур­
ных погрешностей на точность анализа влияют погрешность холостого опыта, погрешность на­
стройки пределов шкалы прибора, кюветная погрешность, химические факторы, погрешность 
установки аналитической длины волны. Эти факторы считают основными источниками погреш­
ности результата анализа. Вкладами в накопленную погрешность точности приготовления гра-
дуировочных растворов обычно пренебрегают. 

Отсюда видим, что уравнение (1) не имеет существенной прогностической силы, поскольку 
учитывает влияние только одного фактора. Кроме того, уравнение (1) является следствием при­
ближенного разложения закона светопоглощения в ряд Тейлора. Отсюда возникает вопрос о его 
точности, обусловленной пренебрежением членами разложения выше первого порядка. Матема­
тический анализ остатков разложения сопряжен с вычислительными трудностями и в практике 
химического анализа не применяется. 

Целью данной работы является изучение возможности применения метода Монте-Карло (ме­
тода статистических испытаний) [3] в качестве независимого метода для изучения и прогнозиро­
вания накопления погрешностей фотометрического анализа, дополняющего и углубляющего воз­
можности ЗНО. 

Теоретическая часть 
В этой работе будем полагать, что итоговая случайная погрешность градуировочной функ­

ции обусловлена не только инструментальными погрешностями измерения оптической плотно­
сти, но и погрешностями настройки шкалы прибора на 0 и 100 % пропускания (погрешность хо-
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Введение 
Прогнозирование погрешностей фотометрического анализа в основном строят на использо­

вании закона накопления ошибок (ЗНО) [1, 2]. Для случая линейной формы закона светопогло­
щения: ЗНО обычно записывают уравнением: 

В вычислительном эксперименте, при сочетании закона распростране­
ния ошибок и метода Монте-Карло, исследовано влияние погрешностей 
приготовления растворов, погрешностей холостого опыта и погрешностей 
измерения пропускания на метрологические характеристики фотометриче­
ского анализа. Найдено, что результаты прогнозирования погрешностей 
аналитическим и статистическим методами взаимосогласованы. Показано, 
что особенностью метода Монте-Карло является возможность прогнозиро­
вания закона распределения погрешностей в фотометрии. На примере сце­
нария рутинного анализа рассмотрено влияние гетероскедастичности раз­
броса вдоль градуировочного графика на качество анализа. 
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лостого опыта), а также погрешностями приготовления градуировочных растворов. Другими, на­
званными выше, источниками погрешностей пренебрегаем. Тогда перепишем уравнение закона 
Бугера-Ламберта-Бэра в удобной для дальнейшего построения форме: 

Еще одной независимой случайной величиной, влияющей на разброс значений А, является сте­
пень пропускания, поскольку 

(5) 

В этой окончательной записи закона накопления ошибок постоянны абсолютные стандартные 
отклонения Т, и Vfl, а для Va постоянна относительная стандартная погрешность. 

При построении стохастической модели градуировочной функции на основе метода Монте-
Карло считаем, что возможные значения хi случайных величин Т, Va и распределены по 
нормальному закону. Согласно принципу Монте-Карло, возможные значения будем разыгрывать 
по методу обратной функции [3]: 
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(2) 

В этом уравнении cst - концентрации головного стандартного раствора окрашенного вещества, 
аликвоты (Va) которого разбавляют в колбах с номинальным объёмом Vfl для получения градуи-
ровочной серии растворов, - оптическая плотность раствора холостого опыта. Поскольку при 
фотометрировании оптическую плотность испытуемых растворов измеряют относительно холо­
стого раствора, т. е. принимают за условный нуль, то (Заметим, что измеренное при 
этом значение оптической плотности можно называть условной экстинкцией.) В уравнении (2) 
безразмерная величина с' имеет смысл концентрации рабочего раствора, выраженной в единицах 
концентрации головного стандарта. Коэффициент к назовем экстинкцией стандарта, поскольку 

(3) 

(4) 
поэтому к дисперсиям в левой части уравнения (3) добавляем еще одно слагаемое: 

(6) 

где М(х) - математическое ожидание (действительное значение) переменной, F(ij) - функция Ла­
пласа-Гаусса, ij - возможные значения равномерно распределенной на интервале (0,1) случайной 
величины R, т. е. случайные числа, sx - стандартное отклонение соответствующей переменной, 
i = l...m - порядковый номер независимой случайной величины. После подстановки выражения 
(6) в уравнения (4) и (2) имеем: 

(7) 

где 

Вычисления по уравнению (7) возвращают отдельную реализацию градуировочной функции, 
т.е. зависимость А' от математического ожидания М(с') (номинального значения с'). Поэтому за­
пись (7) является аналитическим выражением случайной функции [3]. Сечения этой функции по­
лучают при многократном разыгрывании случайных чисел в каждой точке градуировочной зави­
симости. Выборочную совокупность реализаций обрабатывают методами математической стати­
стики с целью оценивания генеральных параметров градуировки и проверки гипотез о свойствах 
генеральной совокупности. 

Очевидно, что рассматриваемые нами два подхода к проблеме прогнозирования метрологи­
ческих характеристик в фотометрии - на основе ЗНО, с одной стороны, и на основе метода Монте-
Карло, с другой, должны дополнять друг друга. В частности, из уравнения (5) можно получить 
результат при гораздо меньшем, по сравнению с (7), объёме вычислений, а также проранжиро-

Применим к выражению (2) оператор закона накопления случайных ошибок, полагая Va, Vfl 

и Аbl случайными величинами. Получаем: 
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вать случайные величины по значимости их вкладов в результирующую погрешность. Ранжиро­
вание позволяет отказаться от отсеивающего эксперимента при статистических испытаниях и 
априори исключить из рассмотрения малозначимые переменные. Уравнение (5) несложно про­
анализировать математически для того, чтобы судить о характере вкладов факторов в общую 
дисперсию. Частные вклады факторов можно подразделить на независящие от А, либо возрас­
тающие с увеличением оптической плотности. Поэтому как функция А должна быть монотон­
но возрастающей зависимостью, лишенной минимума. При аппроксимации экспериментальных 
данных уравнением (5) частные вклады одинакового характера будут смешиваться, например, 
кюветная погрешность может смешиваться с погрешностью холостого опыта. С другой стороны, 
при статистических испытаниях модели методом Монте-Карло можно выявить такие важные 
свойства градуировочного графика как закон (законы) распределения погрешностей, а также 
оценить быстроту сходимости выборочных оценок к генеральным. На основе ЗНО такой анализ 
невозможен. 

Описание вычислительного эксперимента 
При построении имитационной модели градуирования полагаем, что градуировочная серия 

растворов приготовлена в мерных колбах с номинальной вместимостью 50 мл и предельной по­
грешностью В серию колб добавляют от 1 до 17 мл головного стандартного раствора с 
погрешностью пипетирования Погрешности измерения объёмов оценивали по справочни­
ку [4]. Аликвоты вносят с равномерным шагом 1 мл. Всего в серии 17 растворов, оптическая 
плотность которых охватывает интервал от 0,1 до 1,7 ед. Тогда в уравнении (2) коэффициент 
k = 5. Погрешность холостого опыта принимаем на уровне 0,01 ед. оптической плотности. По­
грешности измерения степени пропускания, согласно [1], зависят только от класса прибора и на­
ходятся в интервале от 0,1 до 0,5 % Т. 

Для большей привязки условий вычислительного эксперимента к лабораторному экспери­
менту воспользовались данными [1] по воспроизводимости измерений оптических плотностей 
растворов в присутствие 0,05 М на спектрофотометре СФ-26. Авторы [1] аппрок­
симируют экспериментальные данные на интервале А = 0,1... 1,5 уравнением параболы: 
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Нам удалось подогнать расчеты по теоретическому уравнению (5) к расчетам по эмпирическому 
уравнению (8) с использованием оптимизационного метода Ньютона. Нашли, что уравнение (5) 
удовлетворительно описывает эксперимент при 

Приведенные в предыдущем абзаце независимые оценки погрешностей хорошо согласу­
ются с найденными при подгонке. Для вычислений по уравнению (7) создана программа в 
виде формы листа электронных таблиц MS Excel. Наиболее существенной особенностью на­
шей Excel-программы является использование выражения НОРМСТОБР(СЛЧИС()) для гене­
рирования нормально распределенных погрешностей, см. уравнение (6). В специальной лите­
ратуре по статистическим вычислениям в Excel [5] подробно описана утилита «Генерация 
случайных чисел», которую во многих случаях предпочтительно заменять на функции типа 
НОРМСТОБР(СЛЧИС()). Такая замена особенно удобна при создании собственных программ 
для моделирования методом Монте-Карло. 

Результаты и их обсуждение 
Прежде чем приступать к статистическим испытаниям, оценим вклады слагаемых в левой 

части уравнения (5) в общую дисперсию оптической плотности. Для этого каждое слагаемое 
нормируют на общую дисперсию. Расчеты выполнены при s(T) = 0,12%, 

Результаты вычислений показаны на рис. 1. Видим, что вкладами в 
общую дисперсию погрешностей измерения можно пренебречь. 

Тогда как вклады другой, влияющей на погрешности приготовления растворов, величины 
доминируют в интервале оптических плотностей 0,8... 1,2. Однако этот вывод не имеет общего 
характера, поскольку при измерениях на фотометре с s(T) = 0,5 % погрешности градуировки, со­
гласно расчету, определяются главным образом, разбросом и разбросом Т. На рис. 2 сравни­
ваются относительные ошибки измерений оптических плотностей, прогнозируемых на основе 
ЗНО (сплошная линия) и метода Монте-Карло (значки). При статистических испытаниях кривую 
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ошибок восстанавливали по 100 реализациям градуировочной зависимости (1700 значениям оп­
тических плотностей). Видим, что оба прогноза взаимно согласованы. Точки равномерно груп­
пируются возле теоретической кривой. Однако даже при таком, довольно внушительном, стати­
стическом материале полной сходимости не наблюдается. Во всяком случае, разброс не позволяет 
выявить приближенный характер ЗНО, см. введение. 

Из теории математической статистики известно [3], что при интервальном оценивании мате­
матического ожидания случайной величины надежность оценивания повышается, если известен 
закон распределения для этой величины. Кроме того, в случае нормального распределения оцен­
ка является наиболее эффективной. Поэтому исследование закона распределения погрешностей 
градуировочного графика является важной задачей. При таком исследовании, прежде всего, про­
веряют гипотезу нормальности разброса оптических плотностей в отдельных точках графика. 

Простым способом проверки основной гипотезы являются вычисления коэффициентов 
асимметрии (а) и коэффициентов эксцесса (е) эмпирических распределений, а также их сравнение с 
критериальными значениями. Надежность статистических выводов повышается при увеличении объ­
ёма выборочных данных. На рис. 3 приведены последовательности коэффициентов для 17 сечений 
градуировочной функции. Коэффициенты вычислены по результатам 100 испытаний в каждой 
точке. Критические значения коэффициентов для нашего примера равны 

Из рис. 3 можно сделать вывод о том, что рассеяние значений в точках графика, в целом, не 
противоречит гипотезе нормальности, по­
скольку последовательности коэффициентов 
почти не имеют предпочтительной направ­
ленности. Коэффициенты случайным образом 
локализуются вблизи нулевой линии (показа­
на пунктиром). Для нормального распределе­
ния, как известно, математическим ожидани­
ем коэффициента асимметрии и коэффициен­
та эксцесса является нуль. Судя по тому, что 
при всех сечениях коэффициенты асиммет­
рии существенно ниже критического значе­
ния, можно уверенно говорить о симметрич­
ности распределения погрешностей градуи­
рования. Возможно, что распределения по­
грешностей обладают небольшой остроко­
нечностью по сравнению с нормальной кри­
вой распределения. Этот вывод следует из 
наблюдающегося на рис. 3 небольшого поло-

Рис. 3. Коэффициенты эксцесса (1) и коэффициенты 
асимметрии (2) в точках градуировочного графика 
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жительного смещения центральной линии рассеяния коэффициентов эксцесса. Таким образом, 
из исследования модели обобщенной градуировочной функции фотометрического анализа ме­
тодом Монте-Карло (2), можно сделать вывод о близком к нормальному распределении по­
грешностей градуирования. Поэтому вычисления доверительных интервалов для результатов 
фотометрического анализа с использованием коэффициентов Стьюдента можно считать вполне 
оправданными. 

При выполнении стохастического моделирования была оценена быстрота сходимости выбо­
рочных кривых погрешностей (см. рис. 2) к математическому ожиданию кривой. За математиче­
ское ожидание кривой погрешностей примем расчитанную из ЗНО кривую. Близость результатов 
статистических испытаний с различным числом реализаций градуировки n к теоретической кри­
вой оценим коэффициентом неопределенности Этот коэффициент характеризует долю 
вариации в выборке, которую не удалось описать теоретически. Нами установлено, что зависи­
мость коэффициента неопределенности от числа реализаций градуировочной функции можно 
описать эмпирическим уравнением . Из уравнения получаем, что при 
n = 213 следует ожидать практически полного совпадения теоретической и эмпирической кривых 
погрешностей. Таким образом, состоятельную оценку погрешностей фотометрического анализа 
можно получить только на довольно большом статистическом материале. 

Рассмотрим возможности метода статистических испытаний для прогнозирования результа­
тов регресионного анализа градуировочного графика и использования графика при определении 
концентраций фотометрируемых растворов. Для этого в качестве сценария выберем измеритель­
ную ситуацию рутинного анализа. Построение графика осуществляют при однократных измере­
ниях оптических плотностей серии стандартных растворов. Концентрацию анализируемого рас­
твора находят из графика по 3-4 результатам параллельных измерений. При выборе регрессион­
ной модели следует принять во внимание то, что разброс оптических плотностей в различных 
точках градуировочного графика неодинаков, см. уравнение (8). В случае гетероскедастичного 
разброса рекомендуют [1] использовать схему взвешенного метода наименьших квадратов 
(ВМНК). Однако в литературе мы не встретили четких указаний на причины, по которым клас­
сическая схема МНК, одним из условий применимости которой является требование гомоскеда-
стичности разброса, менее предпочтительна. Эти причины можно установить при обработке од­
ного и того же статистического материала, полученного методом Монте-Карло по сценарию ру­
тинного анализа, двумя вариантами МНК - классическим и взвешенным. 

В результате регрессионного анализа только одной реализации градуировочной функции по­
лучены следующие МНК-оценки: к = 4,979 при Sk = 0,023. При оценке тех же характеристик 
ВМНК получаем к = 5,000 при = 0,016. Регрессии восстанавливали по 17 стандартным раство­
рам. Концентрации в градуировочной серии возрастали в арифметической прогрессии, а оптиче­
ские плотности изменялись столь же равномерно на интервале от 0,1 до 1,7 ед. В случае ВМНК 
статистические веса точек градуировочного графика находили с использованием рассчитанных 
по уравнению (5) дисперсий. 

Дисперсии оценок к тем и другим методом статистически неразличимы по критерию Фише­
ра при 1 %-ном уровне значимости. Однако при том же уровне значимости МНК-оценка к отли­
чается от ВМНК-оценки по t-критерию. МНК-оценка коэффициента градуировочного графика 
смещена относительно действительного значения М(к) = 5,000, судя по t-тесту при 5 %-ном 
уровне значимости. Тогда как взвешенный МНК дает оценку, которая не содержит систематиче­
ской погрешности. 

Теперь выясним, каким образом пренебрежение гетероскедастичностью может отразиться на 
качестве химического анализа. В таблице приведены результаты имитационного эксперимента по 
анализу 17 контрольных проб окрашенного вещества с различной концентрацией. Причем каж­
дая аналитическая серия включала четыре раствора, т.е. для каждой пробы выполнено по четыре 
параллельных определения. Для обработки результатов использовали две разные градуировоч-
ные зависимости: одна была восстановлена простым МНК, а вторая - взвешенным. Полагаем, что 
контрольные растворы приготовлялись для анализа точно так же, как градуировочные. 

Из таблицы видим, что действительные значения концентраций контрольных растворов как в 
случае ВМНК, так и в случае МНК не выходят за пределы доверительных интервалов, т. е. ре­
зультаты анализа не содержат значимых систематических погрешностей. Предельные погрешно­
сти того и другого метода статистически не различаются, иными словами, и та и другая оценка 
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Сравнение результатов определения концентраций 
контрольных растворов двумя методами 

обладает одинаковой эффективностью. От­
сюда можно сделать вывод о том, что при 
рутинных анализах использование простой 
схемы невзвешенного МНК вполне оправдано. 
Применение ВМНК предпочтительней, если 
исследовательской задачей является только 
определение молярной экстинкции. С дру­
гой стороны, следует иметь в виду, что сде­
ланные нами выводы имеют статистический 
характер. Вполне вероятно, что при увели­
чении числа параллельных определений ги­
потеза о несмещенности МНК-оценок кон­
центраций не найдет подтверждения, даже 
если систематические погрешности с прак­
тической точки зрения несущественны. 

Обнаруженное нами достаточно высо­
кое качество анализа на основе простой 
схемы классического МНК кажется особен­
но неожиданным, если принять во внимание 
то, что на интервале оптических плотностей 
0,1 ÷ 1,7 наблюдается весьма сильная гете-
роскедастичность. О степени неоднородно­
сти данных можно судить по весовой функ­
ции, которая хорошо аппроксимируется по­
линомом Из 
этого уравнения следует, что в крайних точ­

ках градуировки статистические веса различаются более чем в 20 раз. Однако обратим внимание 
на то, что градуировочные функции восстанавливали по 17 точкам графика, тогда как при анали­
зе выполняли только 4 параллельных определения. Поэтому обнаруженное нами значимое разли­
чие МНК и ВМНК градуировочных функций и незначительное различие результатов анализа с 
использованием этих функций можно объяснить существенно различным числом степеней сво­
боды, которыми располагали при построении статистических выводов. 

Заключение 
1. Предложен новый подход к стохастическому моделированию в фотометрическом анализе 

на основе метода Монте-Карло и закона накопления ошибок с использованием табличного про­
цессора Excel. 

2. По 100 реализациям градуировочной зависимости показано, что прогнозирование погреш­
ностей аналитическим и статистическим методом взаимосогласованы. 

3. Изучены коэффициенты асимметрии и эксцесса вдоль градуировочного графика. Найдено, 
что вариации погрешностей градуирования подчиняются закону распределения, близкому к нор­
мальному. 

4. Рассмотрено влияние гетероскедастичности разброса оптических плотностей при градуи­
ровании на качество анализа. Обнаружено, что при рутинных анализах использование простой 
схемы невзвешенного МНК не приводит к заметному снижению точности результатов анализа. 
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PREDICTION OF ERRORS IN PHOTOMETRY WITH THE USE 
OF ACCUMULATION OF ERRORS LAW AND MONTE CARLO METHOD 

During computing experiment, in combination of the accumulation of errors law and Monte Carlo 
method, the influence of solution-making errors, blank experiment errors and optical transmission meas­
urement errors upon metrological performance of photometrical analysis has been studied. It has been 
shown that the results of prediction by analytical and statistical methods are interconsistent. The unique 
feature of Monte Carlo method has been found to enable prediction of the accumulation of errors law in 
photometry. For the version of routine analysis the influence of heteroscedasticity of dispersion along 
calibration curve upon analysis quality has been studied. 

Keywords: photometric analysis, accumulation of errors law, calibration curve, metrological per­
formance, Monte Carlo method, stochastic modeling. 
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