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МЕТОД РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ СЛЕДОВ 

С. И. Кадченко 

METHOD OF REGULARIZED TRACES 

S. I. Kadchenko 

Разработан новый метод вычисления первых собственных значений 
дискретных операторов (метод регуляризованных следов (PC)). Прове
денная апробация метода PC на задаче гидродинамической теории устой
чивости показала его высокую эффективность. 
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A new method of calculation of first eigenvalues of discrete operators 
(a method of regularized traces (RT)) is developed. The approbation of RT 
method on a problem of the hydrodynamic stability theory has shown its high 
efficiency. 
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Введение 

Рассмотрим дискретный полуограниченный снизу оператор Т и ограниченный оператор 

Р, заданные в сепарабельном гильбертовом пространстве Н. Пусть - собственные 

числа оператора Т, занумерованные в порядке возрастания их величин с учетом кратно

сти, - его ортонормированные собственные функции, соответствующие этим соб

ственным числам. Допустим, что кратность собственного числа оператора Т равна 

Обозначим через количество всех неравных друг другу собственных чисел оператора 

Т, которые лежат внутри окружности с центром в начале 

координат комплексной плоскости. Пусть - собственные числа оператора Т + Р, 

занумерованные в порядке возрастания их действительных частей с учетом алгебраической 

кратности. Если для всех выполняются неравенства то первые 

собственные числа оператора Т + Р являются решениями системы 

нелинейных уравнений 
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(1) 

Здесь поправки теории возмущений опе

ратора Т + Р целого порядка - резольвента оператора Т. В дальнейшем будем 

предполагать, что в круге находится собственных чисел оператора Т. 
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Форма записи уравнений (1) по сравнению с первыми работами [1 - 18] видоизменена. 

Это связано с желанием явно выделить случаи кратности собственных чисел оператора 

Т. Хотя и в предыдущих работах их кратность предполагалась. 

Система алгебраических уравнений (1) позволила разработать новый численный метод 

нахождения собственных чисел дискретных операторов, идея которого впервые была вы

сказана В. А. Садовничим и В. В. Дубровским в работе [1], которая состоит в следующем. 

Составим систему нелинейных уравнений (1) относительно то первых собственных чисел 

оператора Т + Р и выразим симметрические многочлены 

переменных через правые части системы уравнений (1). Используя теорему Виета, получим 

многочлен степени то со старшим коэффициентом, равным единице (остальные коэффици

енты могут быть найдены со сколь угодно большой точностью по формулам Ньютона), кор

нями которого будут первые собственные числа оператора Т + Р. Известно, что 

комплексные корни многочлена со старшим коэффициентом, равным единице, непрерывно 

зависят от его коэффициентов. Поэтому, решая приближенно уравнение, можно найти его 

корни с необходимой точностью. 

В работе [2] получена формула для вычисления k-й поправки теории возмущений р-того 

порядка для любых 

(2) 

Предельные абсолютные погрешности найденных первых собственных чисел оператора 

Т + Р зависят от того, как точно вычислены суммы числовых рядов Релея - Шредингера 

поправок теории возмущения оператора Т + Р. В статье [3] найдены аналити

ческие формулы вычисления первых четырех поправок для случая однократного 

спектра оператора Т + Р, а в работе [4] формулы вычисления первых трех поправок для 

случая кратного спектра оператора Т + Р. 

По мере возрастания количества то собственных чисел оператора Т + Р, которые небхо-

димо найти, величины сумм и их необходимая точность вычисления резко воз

растают. Поэтому нахождение сумм Релея - Шредингера путем суммирования его членов 

является бесперпективным способом, так как для вычисления k-й поправки необходимо на

ходить суммы к кратных рядов. В связи этим был разработан новый численный метод при

ближенного вычисления сумм Релея - Шредингера, позволяющий находить их без почлен

ного суммирования [2]. 

1. Теоретические положения метода регуляризованных следов 

Обоснование метода P C , в основном было сделано в работах Дубровского В. В., Кад

ченко С. И., Кравченко В. Ф. и Садовничего В. А. [1 - 18]. Приведем основные положения 

этого обоснования. 

Прежде всего отметим, что при выполнении условий теоремы 1 линейный оператор Т+Р 

является дискретным, и при этом внутри окружности находится одинаковое количество 

собственных чисел операторов Т и Т + Р [19]. 
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(3) 

построенный на этой системе функций, сходится. 

Доказательство. Запишем уравнение (2) в виде 

(4) 

Д л я дискретного оператора Т + Р существует резольвентный оператор Rλ(T + Р) = (Т + 

, который вполне непрерывен в Н [19]. Действуя слева на обе части уравнения (4) 

оператором получим 

(5) 

На основании [20], метод Бубнова - Галеркина в применении к задаче об отыскании соб

ственных чисел уравнения (5), а, следовательно, и уравнения (3), сходится. 

Допустим, что система собственных функций оператора Т является базисом 

Н. Приближенное решение спектральной задачи (3), следуя методу Бубнова - Галеркина, 
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Теорема 5. Пусть Т - дискретный самосопряженный полуограниченный снизу опера

тор, а Р - линейный ограниченный оператор, действующие в сепарабелъном гильбертовом 
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будем искать в виде [20] 

(6) 

Подставляя (6) в уравнение (3), получим 

Здесь - т-е приближения по Бубнову - Галеркину к соответствующим собственным 

числам оператора Т + Р. Так как то 

Коэффициенты определяются из требования, чтобы левая часть последнего урав

нения была ортогональна к функциям В результате получаем систему линейных 

уравнений для нахождения коэффициентов 

(7) 

Приравняв определитель системы (7) к нулю, приходим к уравнению 

определяющему приближенные значения первых m собственных чисел опе

ратора Т + Р. Здесь Е - единичная матрица размера 

- символ Кронекера. Известно [21], что для собственных чисел 

матрицы А справедливы равенства 

(8) 

где - след р-й степени матрицы А. Обозначим 

(9) 

Очевидно, что если операторы Т и Р удовлетворяют требованиям теоремы 1, то 
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пространстве Н. Допустим, что система собственных функций оператора Т яв

ляется базисом Н. Если существует такое, что для всехвыполняются 

неравенства тогда 

(10) 

( И ) 

Тогда из (11), (8) и (9) при т = то получим 

(12) 

Вычисляя следы матриц 
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равенства (11) запишем в виде 

(13) 

— число сочетаний из р различных элементов по т. Воспользовавшись 

Тогда 

(14) 
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(12), найдем 

Используя явную запись первой поправки теории возмущений получим 
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Окончательно из (14) и (15) имеем 

(15) 

• 

З а м е ч а н и е 1. Если поправки в оценках (10) не вычислять, то их необходимо 

ослабить, положив tp = 1. В этом случае 

Известно, что сложности, возникающие в линейной теории устойчивости течения вяз

кой жидкости, в значительной мере связаны с математической проблемой нахождения соб

ственных чисел несамосопряженных операторов. Кроме того, нахождение приближенных 

значений первых собственных чисел спектральной задачи Орра - Зоммерфельда является 

трудной задачей вычислительной математики, поэтому проверку нового метода PC прибли

женного вычисления первых собственных чисел дискретных операторов мы провели на этой 

задаче. 
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Применяя оценки поправок теории возмущений, имеем 
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2. Спектральная задача Орра — Зоммерфельда 

Рассмотрим плоскопараллельное течение вязкой несжимаемой жидкости между дву

мя бесконечными параллельными плоскостями, которые могут двигаться параллельно друг 

другу с постоянными скоростями, а могут быть неподвижными. В последнем случае течение 

жидкости осуществляется за счет градиента гидродинамического давления. Возьмем декар-

тову систему координат с осью Оу, направленной перпендикулярно плоскостям, уравнения 

которых есть у = 0 и у = 26. Предположим, что наблюдатель движется вместе с ниж

ней плоскостью. Обозначим через Us скорость верхней плоскости относительно нижней, а 

через Uс - скорость в середине промежутка между плоскостями (у = b), когда последние 

неподвижны. Введем характерные величины 

Тогда скорость основного течения вязкой жидкости в безразмерной форме можно за

писать в виде [22] 

(17) 

(16) 

- комплексный спектральный параметр; 

Введем оператор G0: 

- волновое число; - длина волны возмущения. 

(18) 

заданный в сепарабельном гильбертовом пространстве L2[0, 1]. К области определения 

оператора G 0 отнесем все функции к л а с с а у д о в л е т в о р я 

ющие граничным условиям (18): 

Рассмотрим дифференциальный оператор Т 0 1 , положив 

с областью определения 
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и неоднородную краевую задачу 

(19) 

Теорема 6. Решение задачи (19) в области единственно и выражается формулой 

(20) 

З а м е ч а н и е 2. Так как задача (19) имеет единственное решение в о б л а с т и , то оператор 

Т01, обратим и его обратный оператор имеет вид: 

Непосредственно применять наш метод к нахождению первых собственных чисел спек

тральной задачи (16), (17) нельзя, так как оператор не является 

ограниченным на Но можно построить вспомогательную задачу, у которой множе

ство собственных чисел совпадает с множеством собственных чисел спектральной задачи 

(16), (17) и к которой применим разработанный метод. Д л я этого сделаем замену 

тогда 

Л е м м а 2. На множестве функций 

выполняются равенства 

(21) 

(22) 

Используя лемму 2, имеем 

Следовательно уравнение (16) можно записать в виде 
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задачи 
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(23) 

где и задачи (16), (17) совпадают, 

а их собственные функции связаны соотношениями 

Теорема 7. Для нормы оператора Р0, заданного в сепарабелъном гильбертовом простран

стве L2[0,1], справедлива оценка 

(24) 

З а м е ч а н и е 3. Из оценки (23) следует, что оператор Р0 является ограниченным в L2[0, 1] 

Найдем собственные числа и собственные функции следующей краевой задачи: 

(25) 

(26) 

Теорема 8. Спектральная задача (25), (26) имеет множество собственных чисел: 

(27) 

и множество собственных функций: 

(28) 

где числа являются корнями трансцендентного уравнения 

(29) 

где - корень трансцендентного уравнения (29). Тогда функции 

и являются решениями соответствующих уравнений 

З а м е ч а н и е 4. Множество собственных чисел задачи (25), (26) не имеет конечных 

предельных точек. При этом все собственные числа вещественные, неотрицательные и 

простые. 

З а м е ч а н и е 5. Собственные функции задачи (25), (26) всегда можно выбрать веществен

ными. 

Теорема 9. Собственные функции (28) оператора Т0, соответствующие 'различным соб

ственным числам, ортогональны. 

Доказательство. Пусть собственные числа, а и соответствую

щие им собственные функции задачи (25), (26). Запишем уравнение (25) в виде 
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Первое из этих уравнений умножим на а второе - на затем вычтем почленно 

одно из другого и проинтегрируем на отрезке [0,1]. В результате получим 
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Используя лемму 2, имеем равенство 

Тогда 

Так как и являются решением (25), то 

Поэтому 

Значит, 

а так как т о 
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З а м е ч а н и е 6. Числа входящие в (28), находятся из условий нормировки 

( - символ Кронекера) собственных функций задачи (25), (26). 

Теорема 10. Оператор Т0 с областью определения DTο является дискретным в L2[0,1]. 

Обозначим через LTО подпространство L2[0,1] элементами которого являются собствен

ные функции спектральной задачи (25), (26). 

З а м е ч а н и е 7. Поскольку все собственные числа задачи (25), (26) положительные, то 

для всех имеем 

Следовательно, оператор Т0 положительный на L T 0 , а значит он полуограниченный снизу. 

Разделив уравнение (29) на q2 

и переходя к пределу при имеем 

где 

(33) 

(30) 

(31) 

(32) 

Так как то 

При 

Предельные абсолютные погрешности с которыми записаны уравнения в системе (33) 

оцениваются неравенствами 

Д л я нахождения приближенных значений первых то собственных чисел 

задачи (23) воспользуемся приближенным аналогом нелинейной системы то уравнений (1) 

Поэтому собственные числа спектральной задачи (25), (26) при приближенно 

равны 

Следовательно, при корни трансцендентного уравнения (29) приближенно равны 

то есть 
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Скалярные произведения для вычисляются по формулам 

(34) 

Здесь Обозначим Из формул, по которым вычис

ляются поправки теории возмущений имеем 

или 

где 

(35) 

Тогда систему уравнений (33) для нахождения приближенных значений первых то соб
ственных чисел спектральной задачи (23) можно записать в виде 

(36) 

Величины не зависят от числа Рейнольдса R для поэтому их 
значения можно использовать при вычислении собственных чисел задачи Орра 
- Зоммерфельда для различных R. При этом должно выполняться неравенство 

По лемме 3, получим 
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Отсюда 

При то >> 1, имеем 

или 
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(37) 

Неравенство (37) позволяет оценить количество первых собственных чисел зада

чи Орра - Зоммерфельда, которые необходимо вычислять, чтобы удовлетворялась система 

уравнений (33). 

3. Численные эксперименты 

Нами было показано, что множества собственных чисел спектральных задач (16), (17) и 

(23) совпадают. Проиллюстрируем это, вычислив несколько первых собственных чисел задач 

(16), (17) и (23) для некоторых значений числа Рейнольдса R и используя метод Бубно

ва - Галеркина. Доказательство сходимости метода Бубнова - Галеркина, построенного на 

системе функций (38), при нахождении собственных чисел задачи Орра - Зоммерфельда 

(16), (17) впервые было дано в работе Г. И. Петрова [23] и познее приводилось многими 

авторами в различных формах [24]. Приближенные значения собственных чисел (16), (17) 

будем обозначать а задачи (23) Рассмотрим систему функций 

(38) 

которую впервые предложил Г. И. Петров [23]. Здесь 

— корни уравнения (28). 

Коэффициенты находятся из условий нормировки. Эти функции являются решениями 

краевой задачи 

Введем две последовательности конечномерных пространств 

с базисами соответственно, где 
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- собственные функции (25), (26). Тогда приближения по Бубнову - Галеркину спек

тральной задачи Орра - Зоммерфельда (16), (17) ищутся в виде 

а (23) в виде 

Причем коэффициенты выбираются так, чтобы невязка была ортогональна всем 

элементам из а коэффициенты выбираются так, чтобы невязка 

была ортогональна всем элементам из то есть 

Отсюда приходим к следующим системам линейных уравнений 

где - символ Кронекера, - собственные 

числа спектральной задачи (25), (26), занумерованные в порядке возрастания их величин. 

Приравняв к нулю определители этих систем, получим уравнения, определяющие прибли

женные значения собственных чисел задач (16), (17) и (23) 
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Таблица 2 
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Таблица 1 

Здесь 

- единичная матрица. 

Используя уравнения (39), были вычислены собственные числа задач (16), (17) и (23), 

при для плоской задачи Куэтта и плоской задачи Пуазейля 

Через обозначена размерность пространства а через 

- размерность пространства Д л я нахождения приближенных значений и с необхо

димой точностью, размерность пространств и . все время увеличивалась. Процесс 

счета продолжался до тех пор, пока и были больше 

заданной точности. При помощи переменной среды Digits увеличивалась длина мантисы 

для операций с плавающей запятой, которая определялась числами 
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Результаты численных расчетов, приведенные в таблицах 1 и 2, показывают, что в рам

ках заданной точности первые собственные числа спектральных задач (16), (17) и (23) сов

падают. 

Формула (2) позволяет вычислять k-е поправки теории возмущений любого 

порядка По мере возрастания порядка к вычислительная эффективность СЕ ал

горитма нахождения поправок теории возмущения , которую можно определить по 

ф о р м у л е - ошибка приближенного решения, a t - время исполнения алгорит

ма), резко уменьшается. Это связано с тем, что формулы (2) содержат k-е числовые ряды. 

Поэтому для создания эффективных алгоритмов вычисления сумм рядов был 

разработан новый метод (теорема 5), который прост в численной реализации. Рассмотрим 

два способа вычисления числовых рядов Релея - Шредингера. Первый способ связан с на

хождением соответствующей поправки по формуле (2) и получении к-й частичной 

суммы. Второй способ основан на теореме 5. Сравним эти методы, на примере задачи Орра 

- Зоммерфельда. Д л я этого воспользуемся системой уравнений (36). 

и приближенные значения Sp(mo), найденые первым методом и вторым соответ

ственно. В таблицах 3 и 4 приведены результаты вычислений и для плоского 

течения Куэтта (Us = 1, Uc = 0) и плоского течения Пуазейля (Us = 0, Uc = 1) соот

ветственно при Сравнение результатов вычисления частичных сумм числовых рядов 

по двум методикам проведено при небольших числах Рейнольдса R. Это связано 

с тем, что при больших R первая методика мало эффективна. 

Таблица 3 

Расчеты показывают, что в рамках принятой точности результаты вычислений по двум 

методикам хорошо согласуются. 

Сравним результаты вычисления собственных чисел задачи Орра - Зоммерфельда, най

денные методом PC, с полученными ранее. При этом необходимо учитывать, что при рас

смотрении плоского течения Куэтта, большинство авторов считали, что профиль скорости 

основного течения U (у) имеет вид В качестве масштаба скорости 

они брали полуразность скоростей пластин, а в качестве масштаба длины - половину зазора 

между ними. Поэтому в таких задачах число Рейнольдса в четыре раза меньше, чем 

число Рейнольдса R в нашей работе. 
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Обозначим 
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Таблица 4 

В таблице 5 приведены значения мнимых частей и - первых собственных чисел 

плоской задачи Куэтта, взятые из работы [25] и вычисленные методом PC соответственно 

при и различных числах Рейнольдса R. 

Таблица 5 

Из таблицы 5 видно, что в рамках допустимых погрешностей результаты расчетов хо

рошо согласуются. 

Отметим, что первые собственные числа задачи Орра - Зоммерфельда, найденные ме

тодом PC, также сравнивались с результатами вычислений методом Бубнова - Галеркина. 

Во всех случаях результаты хорошо согласуются. 

Проведенные численные эксперименты по нахождению первых собственных чисел плос

ких задач Куэтта и Пуазейля показали высокую эффективность, разработанного нового 

метода. 
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