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АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ШОУОЛТЕРА-
СИДОРОВА ДЛЯ СИСТЕМ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА 
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ALGORITHM OF NUMERICAL SOLUTION OF SHOULTER-SIDOROV 
PROBLEM FOR LEONTIEV-TYPE SYSTEMS 

A.V. Keller 

В статье рассмотрено решение задачи Шоуолтера-Сидорова для систем леонтьев-
ского типа с необратимым оператором при производной. Рассмотрение начальных 
данных Шоуолтера-Сидорова позволяет расширить спектр практического примене­
ния модели. Предложен алгоритм ее численного решения, исследована сходимость. 
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The article deals with the solution of Shoulter-Sidorov problem for Leontiev-type sys­
tems with irreversible operator at the derivative. Consideration of the initial data of Shoul­
ter-Sidorov enables greater range of practical applications of the model. An algorithm for its 
numerical solution has been proposed, the convergence has been investigated. 
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с использованием идей теории вырожденных 
полугрупп операторов [5] (здесь L и Μ - квад­
ратные матрицы, порядка n, причем det L = 0). 
Одним из важных случаев системы (3) является 
хорошо известная система В.В. Леонтьева «за-
траты-выпуск» с учетом запасов (см. в [6]), по­
этому в [3] было предложено такие системы 
уравнений называть «системами леонтьевского 
типа». 

Простота предложенного в [3, 4] алгоритма 
обеспечивает высокое качество получаемого про­
граммного продукта, что выгодно отличает дан­
ный алгоритм от использовавшихся ранее мето­
дов Эйлера, Рунге-Кутта, итерационных и дру­
гих методов [7-9]). Основным недостатком это­
го алгоритма (как впрочем, и всех остальных) 
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является принципиальная неразрешимость зада­

чи (1) для системы (3) при произвольных на­

чальных векторах Эта трудность пре­

одолевается, например в [3], где вектор-функция 

постоянная, введением множества 

допустимых начальных значений, понимаемых 
как фазовое пространство системы (3). В [4] при 
снятии условия постоянства вектор-функции f 

налагаются условия согласования f с начальным 

значением u0. Заметим, что условия согласования 

в том или ином виде имеют место и во всех других 
алгоритмах. 

Для условий согласования (как и для по­
строения фазового пространства) необходимы 
проекторы, которые либо выражаются через кон­
турные интегралы от матриц-функций, либо яв­
ляются пределами матричных последовательно­
стей. Ввиду неустойчивости любого проектора 
относительно малых возмущений такое вычисле­
ние матрицы проектора очень затруднительно. 
Поэтому, например в [10], при построении сис­
темы (3), моделирующей экономику коммуналь­
ного хозяйства, пришлось ограничиться малыми 
городами, т.е. такими, где матрицы L и Μ име­
ют порядок не больше 10. Именно малость по­
рядка матриц L и Μ сделало возможным вы­
числение проекторов «вручную». 
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(3) 

(2) 

(1) 

Введение 
В [1, 2] предложен численный алгоритм ре­

шения задачи Коши 

для линейной системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений 

основанный на идеях теории полугрупп операто­
ров. Здесь S - квадратная матрица порядка n. 
В [3, 4] этот подход был распространен на зада­
чу (1) для вырожденной системы уравнений 
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1. Задача Шоуолтера-Сидорова 
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Алгоритм численного решения задачи Шоуолтера-Сидорова 
для систем леонтьевского типа 

благ - машин, механических инструментов, про­
мышленных зданий и сооружений, рабочих запа­
сов первичных и промежуточных материалов, 
производимых отраслью, который используется в 
отрасли j для производства единицы ее продук­
ции. Другими словами, каждый столбец матрицы 
В описывает потребность некоторой отрасли в 
физическом капитале (в расчете на единицу ее 
валового выпуска) таким же образом, как соот­
ветствующий столбец матрицы А описывает ее 
затраты. Именно поэтому последняя строка мат­
рицы В содержит только нулевые элементы, так 
как труд невозможно запасти. 

Перейдя к расчету системы (3), найдем L -

спектр оператора Имен­

но для того, чтобы точки L -спектра оператора 
Μ были рациональными, сделаны поправки (8). 
Точки L -спектр оператора Μ в исходном при­
мере иррациональны и отличаются от найденных 
не большее, чем на одну сотую. 

Далее по формулам, приведенным в первой 
части статьи, построим точное и приближенное 
решение. Приведем точное решение и результаты 
счета по алгоритму без комментариев, взяв при 
этом в качестве f = (2t, 2t, 2t) (табл. 1,2). 

Таким образом, рассмотренный в данной ра­
боте алгоритм позволяет численно решать задачу 
Шоуолтера-Сидорова с достаточной степенью 
точности: расхождения в точном и приближен­
ном решении начинаются с тысячных долей. 
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мы не сможем оказаться даже вблизи точки L -
спектра оператора Μ. 

Теоретическая оценка сходимости не позво­
ляет сделать вывод о точности предлагаемого ал­
горитма. Тем не менее, практические результаты 
показывают, что уже при числе итераций более 
ста, результаты вычислений дают не менее точные 
результаты, чем неявная схема Эйлера или метод 
Рунге-Кутта. Последний факт позволяет надеяться 
на развитие предлагаемого подхода как в теорети­
ческом, так и практическом аспектах. 

3. Пример Леонтьева 
Операторы L и Μ зададим матрицами 

(8) 

В.В. Леонтьев рассматривал взаимосвязи ме­

жду тремя отраслями экономики: сельским хо­

зяйством, промышленностью и домашними хо­

зяйствами. Элемент аij матрицы А означает ко­

личество продукции i-й отрасли, необходимой 

для производства единицы продукции j-й от­

расли. Элемент bij матрицы В представляет оп­

ределенный технологический запас особого типа 

Если переобозначить L = B, Μ = 1-Α, то 
матрицы В и А почти совпадут с матрицами из 
классического примера [6]. «Почти» означает, 
что элементы т22 и т23 подобраны специально 
с целью упростить вычисления и отличаются от 
приведенных в примере чисел 22/25 и -3/5 на 
величины 



7. Бояринцев, Ю.Е. Линейные и нелинейные 
алгебро-дифференциалъные системы / Ю.Е. Боя­
ринцев. — Новосибирск: Наука, 2000. 

8. Чистяков, В.Ф. Избранные главы теории 
алгебро-дифференциалъных систем / В.Ф. Чис­
тяков, А.А. Щеглова. -Новосибирск: Наука, 2003. 

9. Бояринцев, Ю.Е. Пучки матриц и алгебро-
дифференциалъные системы / Ю.Е. Бояринцев, 
И.В. Орлова. - Новосибирск: Наука, 2006. 

10. Брычев, СВ. Исследование математи­
ческой модели экономики коммунального хозяй­
ства малых городов: дис. ... канд. физ.-мат. наук/ 

СВ. Брычев. - Челябинск: Челябинский гос. ун-т, 
2002. 

11. Свиридюк, Г.А. Задача Веригина для ли­
нейных уравнений Соболевского типа с относи­
тельно р-секториалъными операторами / Г.А. Сви­
ридюк, С.А. Загребина //Дифференц. уравнения. — 
2002. - Т. 38, № 2. - С. 1646-1652. 

12. Загребина, СА. О задаче Шоуолтера-
Сидорова / СА. Загребина // Изв. вузов. Серия 
«Математика». - 2007. —№ З.-С. 22—28. 

13. Гантмахер, Ф.Р. Теория матриц / 
Ф.Р. Гантмахер. - 4-е изд. -М: Наука, 1988. - 552 с. 

Поступила в редакцию 2 октября 2007 г. 

86 Вестник ЮУрГУ, № 26, 2009 


