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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
ТОНКОГО СЛОЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
Л.А. Прокудина, Е.А. Саламатов 

MATHEMATICAL SIMULATION OF TREACLE SLICE UNSTEADINESS 
LA. Prokudina, E.A. Salamatov 

Осуществлено исследование неустойчивости тонкого слоя вязкой жидкости в ли­
нейном и нелинейном приближениях. Получены аналитические зависимости волновых 
характеристик от физико-химических факторов, оказывающих влияние на течение и 
его устойчивость. Представлены волновые характеристики и области неустойчивости 
для воды в диапазоне чисел Рейнольдса Исследована эволюция волновых воз­
мущений в окрестности кривой нейтральной устойчивости. 
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The research of treacle slice unsteadiness in linear and nonlinear approximation was 
held. The analytic dependences of wave characteristics upon physical and chemical factors in­
fluencing upon its process and steadiness were obtained. The wave characteristics and unsta­
ble zones for water within the range of Reynolds number are presented. The evolution 
of wave disturbance near the neutral stability curve was explored. 
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В основе многих технологических процессов 
различных отраслей промышленности лежат про­
цессы течения тонких слоев вязких жидкостей 
(жидких пленок). Жидкие пленки находят приме­
нение в энергетической, металлургической, пище­
вой, атомной, химической и других отраслях про­
мышленности. 

Широкое применение аппаратов, реализую­
щих процессы течения тонких слоев вязких жид­
костей, обусловлено их высокой эффективностью 
и экономичностью, незначительными затратами 
электроэнергии. Также жидкие пленки использу­
ются для термической защиты узлов и агрегатов 
различного оборудования [2, 3]. 

Течение жидких пленок неустойчиво даже 
при малых скоростях стекания, что приводит к 
возникновению и развитию на свободной поверх­
ности тонкого слоя вязкой жидкости волновых 
возмущений, которые могут способствовать раз­
рушению пленки, приводить к нарушению техно­
логического процесса и аварийным ситуациям. 

Избежать нарушений технологического про­
цесса и аварийных ситуаций можно, управляя те­
чением жидкого слоя или совершенствуя методы 
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проектирования пленочных аппаратов и техноло­
гических систем. Для этого необходимо знать, ка­
кие физико-химические факторы и каким образом 
влияют на течение и его устойчивость. При этом 
экспериментальное исследование течений жидких 
пленок затруднено в силу сложности условий про­
текания пленочных процессов (большие темпера­
туры, высокие скорости течения, малая толщина 
жидкого слоя). 

Математическое моделирование неустойчиво­
сти тонкого слоя вязкой жидкости и вычислитель­
ный эксперимент позволяют учесть различные фи­
зико-химические факторы, исследовать их влияние 
на неустойчивость жидкой пленки; дают возмож­
ность подробно изучить явления на поверхности 
раздела газ-жидкость; найти критические и опти­
мальные режимы работы пленочных аппаратов; 
получить некоторые аналитические зависимости. 
Это открывает путь к усовершенствованию методов 
расчета течений жидких пленок, способов конст­
руирования пленочных аппаратов, позволяет пред­
ложить пути управления процессом. 

В рамках математической модели неустойчи­
вых режимов течения жидких пленок [1,2] иссле-
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дована неустойчивость тонкого слоя вязкой жид­
кости (воды) в линейном и нелинейном приближе­
ниях. В линейном приближении на основе диспер­
сионного уравнения получены аналитические за­
висимости для волновых характеристик жидкой 
пленки, рассчитаны области неустойчивости, кри­
вые максимального роста возмущений, фазовые и 
групповые скорости. В рамках нелинейного при­
ближения предложен метод расчета областей не­
устойчивости жидкой пленки. Осуществлен срав­
нительный анализ полученных в линейном и не­
линейном приближениях результатов. 

1. Постановка задачи 
В прямоугольной системе координат OXYZ 

рассмотрим гравитационно стекающий по верти­
кальной плоской поверхности с температурой Т„ 
тонкий слой вязкой жидкости. 

Плоскость OXZ связана с поверхностью, по 
которой движется жидкая пленка; ось ОХ направ­
лена по течению пленки, ось OY - по нормали в 
пленку жидкости. 

Движение пленки сопровождается обтеканием 
ее свободной поверхности газовым потоком, кото­
рый движется параллельно плоскости OXZ и соз­
дает на свободной поверхности пленки постоянное 
касательное напряжение. 

Учтем поверхностную вязкость, обусловлен­
ную наличием на свободной поверхности пленки 
нерастворимых поверхностно-активных веществ 
(НПАВ). 

Безразмерная толщина пленки: 
- отклонение свободной 

поверхности пленки от стационарного состояния 
δ0 (рис. 1). 

В таком случае эволюция свободной поверх­
ности жидкой пленки описывается уравнением (1) 
[2]. Коэффициенты уравнения (1) учитывают фи­
зико-химические факторы, качественно влияющие 
на течение жидкой пленки и ее устойчивость: чис-
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Расчет областей неустойчивости дает воз­
можность выявить, какие физико-химические фак­
торы оказывают стабилизирующее или дестабили­
зирующее влияние на течение жидкой пленки. 

Известно, что присутствие НПАВ на поверхно­
сти раздела газ-жидкость стабилизирует течение, 
способствует уменьшению скоростей роста возму­
щений, фазовых, групповых скоростей; газовый по­
ток оказывает стабилизирующее влияние на течение 
жидкой пленки в режиме прямотока и дестабилизи­
рующее - в режиме противотока [4]. В условиях дес­
табилизации наблюдается увеличение скоростей 
роста возмущений, фазовых, групповых скоростей. 
При этом можно найти такие значения физико-
химических факторов, при которых течение станет 
устойчивым [4] или, наоборот, жидкая пленка раз­
рушится [2]. 

Вычислительный эксперимент для воды в усло­
виях свободного стекания пока­
зал, что течение жидкой пленки неустойчиво во всем 
диапазоне чисел Рейнольдса (рис. 5). 

Чем больше значение числа Рейнольдса Re, 
тем зона неустойчивости шире по диапазону вол­
новых чисел к, выше максимальная скорость роста 
возмущений (рис. 2, табл. 1), тем меньше фазовые 
(рис. 3) и групповые (рис. 4) скорости. 

Фазовые скорости неустойчивых возмущений 
меньше фазовых скоростей устойчивых возмуще­
ний (рис. 3). Расчеты показали, что минимальное 
значение фазовых скоростей С достигается на кри­
вой максимального инкремента. 
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Групповые скорости Сгр неустойчивых воз­
мущений меньше, чем групповые скорости устой­
чивых возмущений (рис. 4). 

3. Неустойчивость жидкой пленки 
в нелинейном приближении 

Задача исследования неустойчивости течения 
тонкого слоя вязкой жидкости не исчерпывается 
линейным анализом. Учет нелинейностей позволя­
ет уточнить результаты, полученные в линейной 
постановке, дает возможность выяснить влияние 
нелинейного взаимодействия возмущений на тече­
ние жидкой пленки. 

Амплитуда возмущения, развивающегося на 
свободной поверхности жидкой пленки, предста-
вима в виде (7): 
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Заключение 
Исследование неустойчивости жидких пленок, 

подробное изучение процессов, протекающих на 
поверхности раздела газ-жидкость, актуально, так 
как имеет большое научное и прикладное значение. 
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Математическое моделирование течений тон­
ких слоев вязких жидкостей дает возможность 
изучить влияние на них различных физико-
химических факторов, что открывает возможности 
для управления технологическими системами, ко­
торые включают пленочные аппараты, для совер­
шенствования методов проектирования и конст­
руирования таких систем. 

В рамках математической модели неустойчи­
вых режимов течения жидких пленок, представ­
ленной дифференциальным уравнением (1), осу­
ществлено исследование неустойчивости тонкого 
слоя вязкой жидкости для диапазона чисел Рей-
нольдса в линейном и нелинейном при­
ближениях, проведен вычислительный экспери­
мент для воды 

В линейном приближении получено диспер­
сионное уравнение (2), выведены аналитические 
зависимости волновых характеристик 

от физико-химических факторов (Ν, τ, σ, Μ), 
рассчитана область неустойчивости (рис. 5) в 
плоскости параметров (Re, k). Показано, что тече­
ние жидкой пленки (воды) неустойчиво в диапазо­
не чисел Рейнольдса причем зона неус­
тойчивости расширяется по диапазону волновых 
чисел к с увеличением значений числа Рейнольдса 
Re. При этом увеличивается скорость роста волно­
вых возмущений (рис. 2), уменьшаются фазовые 
(рис. 3) и групповые (рис. 4) скорости. 

В нелинейном приближении в рамках систе­
мы дифференциальных уравнений (8—14) предло­
жен алгоритм расчета области неустойчивости 
жидкой пленки. С помощью алгоритма вычислена 
кривая нейтральной устойчивости (рис. 8) для во­
ды При этом рассогласование 
между результатами, полученными в линейном и 
нелинейном приближениях, не превышает 6% 
(табл. 2). 

В рамках нелинейного приближения в окре­
стности кривой нейтральной устойчивости изуче­
на эволюция во времени амплитуд составляющих 
возмущения (7). Показано, что по всему диапазону 
чисел Рейнольдса Re наблюдается рост амплитуд 
а0, а3, a4 и затухание амплитуд а1 а2. 
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