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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ СМЕШАННОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ СИСТЕМ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА 
 
А.В. Келлер1, А.А. Эбель2 
 

Приведено точное и приближенное решения задач смешанного управ-
ления. Подробно представлен алгоритм численного метода решения задачи 
смешанного управления, доказана сходимость приближенных решений к 
точному. Использованы методы теории вырожденных (полу)групп, теории 
оптимального управления. Отмечается значимость введенного функциона-
ла качества, вид которого позволяет решать прикладные задачи в эконо-
мике и технике. 
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Введение 

Системы леонтьевского типа являются частным конечномерным случаем уравнений собо-
левского типа. Задача оптимального управления для уравнений соболевского типа впервые была 
поставлена и исследована в работах Г.А. Свиридюка и А.А. Ефремова, например [1]. В этих пер-
вых работах было доказано существование единственного решения указанной задачи с началь-
ным условием Коши для случаев относительной ограниченности и относительной секториально-
сти оператора. 

Исследованиям задач оптимального управления для линейных уравнений соболевского типа 
в случае относительно радиальных операторов посвящены работы В.Е. Федорова и М.В. Плеха-
новой, например [2]. Подчеркнем, что в работах этих авторов используется подход, 
предложенный Г.А. Свиридюком в работе [1] и развитый в [3]. Затем, исследования задач опти-
мального управления для уравнений соболевского типа велись по ряду направлений. Достаточ-
ные условия разрешимости задачи оптимального управления для некоторых полулинейных урав-
нений соболевского типа с начальным условием Шоуолтера–Сидорова получены 
Н.А. Манаковой [4]. Исследованию задач оптимального управления для уравнений соболевского 
типа высокого порядка посвящены работы А.А. Замышляевой, например [5]. В работе 
М.А. Сагадеевой и Келлер А.В. [6] доказано существование и единственность решения задачи 
оптимального управления Шоултера–Сидорова для нестационарного уравнения соболевского 
типа с сильно ( , )L p –радиальным оператором. 

Вместе с тем системы леонтьевского типа (или алгебро-дифференциальные системы, или  
дифференциально-алгебраические системы) представляют самостоятельный научный интерес в 
связи с большим числом приложений в экономике [7], технике [8, 9], биологии [10] и др. Алго-
ритмы численного решения класса задач оптимального управления для систем леонтьевского ти-
па были разработаны в [11]. Важную роль в этих алгоритмах играет начальное условие Шоуолте-
ра–Сидорова, которое, с одной стороны, сняло требование согласования начальных данных (что 
было необходимо при использовании условия Коши и часто при большой размерности матриц 
оказывалось нереализуемым требованием), с другой стороны, оказалось в ряде приложений бо-
лее естественным условием, чем условие Коши [12]. Построенные алгоритмы были применены 
как в численном исследовании указанных приложений [7–10], так и придали импульс новым ис-
следованиям стохастических систем леонтьевского типа и стохастических сигналов [13, 14]. 

Задача смешанного управления для уравнения соболевского типа рассмотрена 
А.Ф. Исламовой в [15]. Будем рассматривать задачи смешанного управления для систем леонть-
евского типа с функционалом, отличным от предложенного в работе [15], так как по мнению ав-
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торов этой статьи введенный ими функционал имеет более естественный экономический смысл, 
что обеспечивает решение прикладных экономических задач. Более того, преимуществом рас-
смотрения задачи смешанного управления в сравнении с задачами стартового и оптимального 
управления является более гибкое регулирование управляющего воздействия.  
 
Точное решение задач смешанного управления 

Введем в рассмотрение пространства состояний и управлений: 

( ) ( ) ( ){ }1
2 2(0; ); : (0; );H x L x Lτ τ= ∈ ∈ɺX X X ; 

( ) ( ) ( ){ }1 ( 1)
2 2(0; ); : (0; ); ,p pH u L u Lτ τ+ += = ∈ ∈U Y Y Y    0 =U Y . 

Выделим в U  и 0U  компактные и выпуклые множества допустимых управлений: 0,ad adU U . 

Рассмотрим задачу смешанного управления  ( )
0

0
0

( , )
min ,

ad adu u
J u u

∈ ×U U
 

( ) ( )
1

2( )( ) ( ) ( )
0 0 00

0 00 0

, , , ( ) ,qq q q
q

q q

J u u Cx u u t Cx t dt N u u dt u
τ τθ

α β γ
= =

= − + +∑ ∑∫ ∫ ,            (1) 

для системы леонтьевского типа 
L ( ) M ( ) ( ) B ( )x t x t y t u t= + +ɺ               (2) 

с начальным условием Шоуолтера–Сидорова 

( )1

0(M) (0) 0
pLR x uµ

+
  − =  ,             (3) 

где 1(M) ( L M) LLRµ µ −= −  – правая L -резольвента оператора, функции ( )x t , ( )u t , ( )y t  лежат в 

гильбертовых пространствах X , U , Y  соответственно, операторы L ( , )∈ X YL  ( ( , )X YL – 
множество линейных непрерывных операторов, действующих из пространства X  в пространст-
во Y ), ker L {0}≠  и M ( ; )Cl∈ X Y  (замкнутый оператор M :domM →Y  с областью определе-
ния, плотной в X ), B ( , )∈ U YL , причем оператор M  сильно (L, )p -радиален [3], при этом 

1α β γ+ + = , 0, 1, , 1pθ = +… , {0}p∈ ∪ℕ , (0; )t τ∈ , { , 0}τ τ τ+∈ = ∈ >ℝ ℝ , ( )qN ∈ UL  – поло-

жительно определенные и самосопряженные операторы. 

Определение 1. Тройку ( )( ) 0
0 0, ( ), , ( ) ad adv v t x v v t ∈ × ×U U X  назовем решением задачи сме-

шанного управления (1)–(3), если 

( ) ( )
0

0
0 0

( , )
, min ,

ad adu u
J v v J u u

∈ ×
=

U U
, 

где ( )( ) 0
0 0, ( ), , ( ) ad adv v t x v v t ∈ × ×U U X  удовлетворяют (2), (3). 

В [16] доказано существование единственного решения задачи смешанного управления (1)-
(3), т.е. справедлива 

Теорема 1. Пусть оператор M  сильно (L, )p -радиален, {0}p∈ ∪ℕ . Тогда для любого 

( )1py H +∈ Y  существует единственное сильное решение ( )( ) 0
0 0, ( ), , ( ) ad adv v t x v v t ∈ × ×U U X  для 

задачи смешанного оптимального управления (1)–(3). 
Для численного исследования различных прикладных математических моделей, сводящихся 

к решению задач смешанного управления для систем леонтьевского типа (конечномерному ана-
логу уравнений соболевского типа), будем использовать пространства состояний и управлений: 

( ) ( ) ( ){ }1
2 2(0; ); : (0; );n n nH x L x Lτ τ= = ∈ ∈ɺℝ ℝ ℝX ; 

( ) ( ) ( ){ }1 ( 1)
2 2(0; ); : (0; ); ,p n n p nH u L u Lτ τ+ += = ∈ ∈ℝ ℝ ℝU    0 n=ℝU , 

выделяя в U  и 0U  компактные и выпуклые множества допустимых управлений: 0,ad adU U . 
Пусть M  и L  – квадратные матрицы n n× , причем det L 0= , матрица M  (L, )p − регулярна 

( :det( L M) 0λ λ∃ ∈ − =ℂ  {0}p∃ ∈ ∪ℕ  равное нулю, если в точке ∞  L -резольвента 1( L M)λ −−  
матрицы M  имеет устранимую точку и равна порядку полюса в противном случае). 
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Используя результаты разрешимости задачи Шоуолтера–Сидорова для системы леонтьевско-
го типа [3] и  

Теорема 2. Пусть матрица M  (L, )p -регулярна, {0}p∈ ∪ℕ , причем det M 0≠ . Тогда суще-

ствует единственное решение ( )( ) 0
0 0, ( ), , ( ) ad adv v t x v v t ∈ × ×U U X  – точка минимума функцио-

нала (4), а ( )0, ( )x v v t  – сильное решение задачи (2), (3) и определяется формулой 

( ) ( )0 0, ( ) lim , ( )k
k

x v v t x v v t
→+∞

= ( ) ( )( )1 1
0

0

lim ( ) ( ) ( ) ( )
p q qt

k k k
k q

X v M I Q L M I Q y t Bv t− −

→+∞ =


= − − − + +


∑  

( )
0

( ) ( )t s
k kR Q y s Bv s d s

τ − 
+ + 


∫ ,                (4) 

где 
1 k

t
k

t
X L M L

k

−  = −     
, ( ) 1

( )
pL

k kQ kL M
+

= , 

11 1k

t
k

t t
R L M L L M

k k

−− −    = − ⋅ −         
. 

 
Сходимость. Свойства функционала 

Рассмотрим функционал качества (1) на компактных выпуклых множествах ad ⊂U U , 
0 0
ad ⊂U U . По построению функционал качества (1) является непрерывной функцией, на основа-

нии теоремы Вейерштрасса для непрерывных функций на компакте он будет ограничен на 
0

ad ad ad×=W U U  функцией. При исследовании на сходимость важным является свойство выпук-
лости функции. 

Определение 2. Функция ( )J w  называется сильно выпуклой на выпуклом множестве 

A H⊂  ( H  – гильбертово пространство), если для любых 1 2,w w A⊂ , для любого [0,1]ω∈  и для 

некоторого числа 0T >  выполняется неравенство 
2

1 2 1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) (1 )J w w J w J w T w wω ω ω ω ω ω+ − ≤ + − − − − . 

Теорема 3. Пусть матрица M  (L, )p -регулярна, {0}p∈ ∪ℕ , det 0M ≠ , а множества 

ad ⊂U U , 0 0
ad ⊂U U  – компактны и выпуклы. Тогда функционал (4) является сильно выпуклой 

функцией на 0
ad ad ad×=W U U . 

Доказательство. Рассмотрим выражение 1 2( (1 ) )J w wω ω+ −  для (1) и проведем тождествен-
ные преобразования 

( )
1 2( )( )

1 2 1 2 0
0 0

( (1 ) ) (1 ) , ( )qq

q

J w w Cx w w t Cx t dt
τ

ω ω α ω ω
=

+ − = + − − +∑∫  

( ) ( ) 2( ) ( )
1 2 1 2 01 02

0 0

(1 ) ( ), (1 ) ( ) (1 )
q q

q
q

N u u t u u t dt u u
τθ

β ω ω ω ω γ ω ω
=

+ + − + − + + − =∑∫  

1 12 2( ) ( )( ) 2 ( )
1 10 0

0 00 0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )q qq q

q q

Cx w t Cx t dt Cx w t Cx t dt
τ τ

αω α ω ω
= =

= − + − − +∑ ∑∫ ∫  

1 2( )( )
2 0

0 0

(1 ) ( , ) ( )qq

q

Cx w t Cx t dt
τ

α ω
=

+ − − +∑∫  

( )
1 2( )2 ( )

2 0
0 0

(1 ) (1 ) ( , ) ( )qq

q

Cx w t Cx t dt
τ

α ω ω
=

+ − − − − +∑∫  

1
( ) ( )( ) ( )

1 20 0
0 0

2 (1 ) ( , ) ( ), ( , ) ( )q qq q

q

Cx w t Cx t Cx w t Cx t dt
τ

αω ω
=

+ − − − +∑∫  
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( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1

0 00 0

( ), ( ) ( ) ( ), ( )q q q q
q q

q q

N u t u t dt N u t u t dt
τ τθ θ

βω β ω ω
= =

+ + − +∑ ∑∫ ∫  

( )( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2

0 00 0

(1 ) ( ), ( ) (1 ) (1 ) ( ), ( )q q q q
q q

q q

N u t u t dt N u t u t dt
τ τθ θ

β ω β ω ω
= =

+ − + − − − +∑ ∑∫ ∫  

( ) ( )
1 1

0 0

2 (1 ) ( ), ( )q q
q

q

N u t u t dt
τθ

βω ω
=

+ − +∑∫  

2 22 2
01 01 02 022 (1 ) , (1 )u u u uγω γω ω γ ω+ + − + − 1 2( ) (1 ) ( )J w J wω ω= + − +  

1 12 2( ) ( )2 ( ) ( )
1 20 0

0 00 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )q qq q

q q

Cx w t Cx t dt Cx w t Cx t dt
τ τ

ω ω α α
= =


+ − − + − −


∑ ∑∫ ∫  

1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 20 0 1 1
0 00 0

2 ( , ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( )q q q qq q
q

q q

Cx w t Cx t Cx w t Cx t dt N u t u t dt
τ τθ

α β
= =

− − − + +∑ ∑∫ ∫  

2( ) ( ) ( ) ( )
01 022 2 1 2

0 00 0

( ), ( ) 2 ( ), ( )q q q q
q q

q q

N u t u t dt N u t u t dt u u
τ τθ θ

β β γ
= =


+ − + − =


∑ ∑∫ ∫  

1 2( ) (1 ) ( )J w J wω ω= + − ( )
1 2( )

1 2
0 0

1 ( , ) ( , )q

q

Cx w t Cx w t dt
τ

ω ω α
=


− − − +


∑∫  

( ) 2( ) ( ) ( )( )
1 01 022 1 2

0 0

( ) ( ) , ( ) ( )q q qq
q

q

N u t u t u t u t dt u u
τθ

β γ
=


+ − − + − 


∑∫ . 

Так как все слагаемые входящие в состав выражения в квадратных скобках неотрицательны 
и ( , )x w t  является непрерывной функцией при adw∈W , то по теореме Вейерштрасса она будет 
ограничена на нем, а значит 

2
1 2 1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) (1 )J w w J w J w T w wω ω ω ω ω ω+ − ≤ + − − − − . 

Теорема доказана. 
Будем рассматривать задачу смешанного управления (1)–(3) при условиях (L, )p –

регулярности матрицы M , {0}p∈ ∪ℕ  и det M 0≠ . 

Обозначим ( ), ( , )w x w t  точным решением, а ( ), ( , )k k kw x w tℓ ℓ ℓɶ  – приближенное решение задачи 

смешанного управления. 

Необходимо показать, что при ,k → ∞ℓ  ( , ) ( , )k kw x w x→ℓ ℓ  так, что ( ) ( )k kJ w J w→ℓ . 
Лемма 1. Пусть матрица M  (L, )p -регулярна, {0}p∈ ∪ℕ , det M 0≠ , а функционал (1) яв-

ляется сильно выпуклой функцией на компактном и выпуклом множестве 0
ad ⊂ ×W U U . Тогда 

последовательность { }wℓ  является минимизирующей, сходится к w  по норме U  при → ∞ℓ , 

при этом ( ) ( )kJ w J w→ℓ  и выполняется неравенство  
2

( ) ( )q w w J w J w− ≤ −ℓ ℓ . 

Доказательство. Множество adW  выпукло и компактно, следовательно, существует после-

довательность { }ad
ℓW  выпуклых компактов ad ad⊂ℓW W , монотонно исчерпывающих ∂U , т.е. 

1
ad ad

+⊂ℓ ℓW W , 
1

ad ad
p

∞

= +
=ℓ

ℓ

∪ W W .  Из этого следует, что 1( ) ( )J w J w+ ≤ℓ , а значит, для последова-

тельности { } adw ⊂ℓ W  существует предел lim ( )J w
→+∞

ℓ

ℓ
 равный ( )J w  в силу непрерывности функ-

ционала (1). Таким образом, последовательность { }wℓ  является минимизирующей. 
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Отметим, что по теореме Мазура компактное и выпуклое множество слабо компактное, т.о. 

adW  – слабо компактно. Тогда функционал (1) определен, ограничен на слабокомпактном мно-

жестве, а по теореме Вейерштрасса минимизирующая последовательность { }wℓ  будет слабо схо-
дится к w . 

Воспользуемся теоремой о сильной выпуклой и полунепрерывной снизу функции на выпук-
лом компактном множестве (или обобщением теоремы Вейерштрасса). Так как функционал каче-

ства (1) является сильно выпуклой и непрерывной функцией на adW , последовательность { }wℓ  – 

минимизирующая, а точка минимума w  – единственна, следовательно, последовательность { }wℓ  
сходится при → ∞ℓ  к w  по норме U  так, что выполнятся неравенство 

2
( ) ( )q w w J w J w− ≤ −ℓ ℓ . 

Лемма доказана. 
Следствие 1. В условиях леммы 1 для задачи смешанного оптимального управления (1) – (3) 

последовательность { ( )}x wℓ  является минимизирующей, сходится к ( )x w  по норме X  при 

→ ∞ℓ . 
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, а функционал  

1 2( ) ( )0
0

0 0

( , ) ( ) ( , ) ( )q q
k k k k k kk

q

J v v J w Cx w t Cx t dt
τ

α
=

= = − +∑∫
ℓ ℓ ℓ  

2( ) ( ) 0

0 0

( ) ,( )q q
q k k k

q

N v v dt v
τθ

β γ
=

+ +∑∫
ℓ ℓ ,         (6) 

является сильно выпуклой и ограниченной функцией на выпуклом компакте ad ad⊂ℓW W . Тогда 

последовательность { }kwℓ  является минимизирующей, сходится к wℓ  при k → ∞  и фиксирован-

ном p>ℓ  по норме U , при этом ( ) ( )k kJ w J w→ℓ ℓ  и выполняется неравенство 
2

( ) ( )k k kq w w J w J w− ≤ −ℓ ℓ ℓ ℓ . 

Доказательство. Так как ( )k kJ wℓ  и ( )J w , определяемые формулами (6) и (4) соответствен-

но, являются непрерывными и ограниченными на ad
ℓW  функциями справедливо неравенство 

inf ( ) inf ( ) sup ( ) ( )k k k kJ w J w J w J w− ≤ −ℓ ℓ . 

Действительно,  

( ) ( ) ( ) ( )k k k kJ w J w J w J w= + −ℓ ℓ , 

sup ( ) sup ( ) sup( ( ) ( ))k k k kJ w J w J w J w≤ + −ℓ ℓ , 

sup ( ) sup ( ) sup( ( ) ( ))k k k kJ w J w J w J w− ≤ −ℓ ℓ , 

inf ( ) inf ( ) sup( ( ) ( ))k k k kJ w J w J w J w− + ≤ −ℓ ℓ , 

inf ( ) inf ( ) sup( ( ) ( ))k k k kJ w J w J w J w− ≤ −ℓ ℓ  

из чего получаем, что  

inf ( ) inf ( )k kJ w J w ε− ≤ℓ . 

Следовательно, последовательность { }kwℓ  является минимизирующей при k → ∞ , сходится к 

wℓ  так, что ) ( )k kJ (w J w→ℓ ℓ  при фиксированном p>ℓ .  
А так как функционал, определяемый (6) является сильно выпуклой и непрерывной функци-

ей на выпуклом компактном множестве ad
ℓW , то по теореме о сильно выпуклой и полунепре-

рывной снизу функции на выпуклом замкнутом множестве последовательность { }kwℓ  сходится к 

wℓ  по норме в U  и справедливо неравенство  
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2
( ) ( )k k kq w w J w J w− ≤ −ℓ ℓ ℓ ℓ . 

Лемма доказана. 
Следствие 2. В условиях леммы 2 для задачи смешанного управления последовательность 

{ }lkxɶ  является минимизирующей, при k → ∞  и фиксированном p>ℓ , сходится к ( )x wℓ . 

Теорема 4. Пусть матрица M  (L, )p -регулярна, {0}p∈ ∪ℕ , det M 0≠ . Функционал (4) яв-

ляется непрерывной, сильно выпуклой, ограниченной на выпуклом компактном множестве adW . 

Пусть ( ), ( , )w x w t  – точное, а ( ), ( , )k k kw x w tℓ ℓ ℓ  – приближенное решение задачи смешанное управ-

ления (1) – (4). Тогда последовательность { }lkw  сходится к { }w  по норме U , последователь-

ность { }kxℓ  сходится к ( )x w  по норме X  при k → ∞ , → ∞ℓ  так, что ( ) ( )k kJ w J w→ℓ , причем 

выполняется неравенство 
2

( ) ( )k k kq w w J w J w− ≤ −ℓ ℓ ℓ . 

Доказательство. Из справедливости лемм 1 и 2, следствий из них и теоремы о повторных 

пределах существует повторный предел lim lim ( ) ( )k k
k

J w J w
→+∞ →+∞

=ℓ

ℓ
, причем kw w w→ →ℓ ℓ  и 

( ) ( ) ( )kx w x w x w→ →ℓ ℓ . 
Неравенство справедливо, т.к. 

2 2 2 2

k k kq w w q w w w w q w w q w w− = − + − ≤ − + − ≤ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kJ w J w J w J w J w J w≤ − + − = −ℓ ℓ ℓ ℓɶ ɶ . 
Теорема доказана. 

 

Алгоритм численного метода решения задач смешанного управления 
для систем леонтьевского типа 

Будем искать приближенные решения смешанного оптимального управления для систем ле-
онтьевского типа в виде: 

0
01 0( , , )nv col a a= … , j j

1j nj
j 0 j 0

( ) , ,v t col a t a t
= =

 
=  

 
 
∑ ∑
ℓ ℓ

ℓ
… . 

В этом случае задача нахождения приближенного решения (1)–(3) сведется к решению зада-
чи выпуклого программирования относительно массива n×( +2) ( )ijA a=

ℓ
. 

Этап 1. Вычисление det M. Проверка на отличие его значения от нуля с точностью 
3010 .ε −=  В случае det M 0=  необходимо провести замену tz e xλ=  и продолжить нахождение 

решения. 
Этап 2. Вычисление порядка полюса ,p n q= −  где ( )degdet L Mq µ= − . 

Этап 3. Вычисление числа ,K  начиная с которого можно вычислять приближенное решение 

{ }1 2max , .K k k=  Здесь 1
0

1
1,

q

i
i

k a
α =

= +∑  2
0

1
( 1) 1

q
n i

ip
i

k a p
pα

−

=
= + +∑ , где 

0

1
max 1,

q

i
iq

a
a

α
=

  =  
  

∑ . 

Этап 4. По заданному η  и отрезку интегрирования [ ]0,τ  осуществляется расчет весов jω  и 

узлов js  квадратурной формулы Гаусса 

2 1

10

( ) ,
2 2 2j j

j

f x dx f s
τ ητ τ τω

+

=

 ≈ + 
 

∑∫  1,2 1j η= + , 

где js  – нули полинома Лагранжа 2 21
( ) [( 1) ],

2 !

n

n n n

d
P t t

n at
= ⋅ −  0,1,n =  а веса определяются фор-

мулой 
2 2

2

[ ( )] (1 )
j

n j jP s s
ω =

′ −
. 
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Этап 5. В заданных точках [ ]0,jϑ τ∈  при нулевых значениях ija  из 0
01 0( , , )nv col a a= …  и 

j j
1j nj

j 0 j 0

( ) , ,v t col a t a t
= =

 
=  

 
 
∑ ∑
ℓ ℓ

ℓ
…  вычисляются (0, )kx t  и (0,0).kJ  

Этап 6. Находится минимум функционала ( )0;k kJ v vℓɶ ɶ  

( )
22 1

0 0
0

1

; ; ;
2 2 2 2 2k k k j j j

j

J v v Cx v v s Cx s
ητ τ τ τ τ ω

+

=

   = + − + +   
   

∑ℓ ℓ
ɶ ɶ  

22 1
0

0
1

; ;
2 2 2 2 2k j j j

j

Cx v v s Cx s
ητ τ τ τ τ ω

+

=

   ′ ′+ + − + +   
   

∑ ℓ  

2 1
( ) ( )

0 1

( ) ;( )
2 2 2 2 2

q q
q j j

q j

N v s v s
ηθτ τ τ τ τ+

= =

   + + +   
   

∑ ∑ ℓ ℓ  

и ( )0 * *
0 0, ..., ,k j jv col a a=ɶ  * *

1
0 0

, ...,j j
k j nj

j j

v col a t a t
= =

 
=  

 
 
∑ ∑
ℓ ℓ

ℓ
ɶ , при которых он достигается. В основе ал-

горитма лежит метод покоординатного многошагового спуска с памятью. 

Этап 7. Вычисляется значение 0( ; ; ).k k k kx x v v t=ℓ ℓ
ɶ ɶ ɶ  

Обсуждая алгоритм, следует подчеркнуть, что при распараллеливании процессов алгоритм 
может быть улучшен: выбор изменяемых элементов в строках массива n×( +2) ( )ijA a=

ℓ
 должен 

осуществляться при сопоставлении изменений не в одной строке, а во всех одновременно.  
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A NUMERICAL METHOD OF THE SOLUTION OF MIXED CONTROL  PROBLEMS 
FOR LEONTIEFF TYPE SYSTEMS 
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The article presents exact and approximate solutions of mixed control problems. A detailed algo-
rithm for the numerical method of the solution of mixed control problems is presented, the convergence 
of approximate solutions to the exact one is proved. Methods of the theory of degenerate (semi) groups, 
of the optimal control theory are used. The importance of the introduced functional quality which en-
ables to solve applied problems in economics and engineering is shown. 
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