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А.А. Замышляева1, Дж. К. Аль-Исави2 
 

Интерес к уравнениям соболевского типа за последнее время 
существенно вырос, более того, возникла необходимость их рассмотрения в 
квазибанаховых пространствах. Эта необходимость диктуется не столько 
желанием пополнить теорию, сколько стремлением осмыслить 
неклассические модели математической физики в квазибанаховых 
пространствах. Заметим еще, что уравнения соболевского типа называются 
эволюционными, если их решения существуют только на полуоси R+ . 
Теория голоморфных вырожденных полугрупп операторов, построенная 
ранее в банаховых пространствах и пространствах Фреше, переносится в 
квазисоболевы пространства последовательностей. 

Статья содержит четыре параграфа. В первом, имеющем 
вспомогательное значение, рассматриваются квазибанаховы пространства 
и определенные на них линейные ограниченные и замкнутые операторы. 
Также вводятся в рассмотрение квазисоболевы пространства, на которых 
строятся степени квазиоператора Лапласа. Во втором параграфе в качестве 
операторов L  и M  рассмотрены многочлены от квазиоператора Лапласа и 
получены условия, при которых возникают голоморфные вырожденные 
полугруппы операторов в квазибанаховых пространствах 
последовательностей U  и F . Другими словами, доказывается первая часть 
обобщения теоремы Соломяка – Иосиды на квазибанаховы пространства 
последовательностей. В третьем параграфе строится фазовое пространство 
однородного уравнения. В последнем параграфе содержится «квазибанахов» 
аналог однородной задачи Дирихле в ограниченной области с гладкой 
границей для линейного уравнения Дзекцера. 

Ключевые слова: голоморфные вырожденные полугруппы, квазибанаховы 
пространства, уравнение Дзекцера, квазисоболевы пространства. 

Введение 
Пусть U – банахово пространство, ( )L U  – пространство линейных ограниченных 

операторов. Отображение ( ; ( )U C U L U )∈  называется полугруппой операторов, если при всех 

,s t R+∈  

.s t s tU U =U +                                                                    (1) 

Обычно полугруппа операторов отождествляется с ее графиком { }tU : t R+∈ . Полугруппа 

{ }tU : t R+∈  называется голоморфной, если она аналитически продолжима с сохранением 

свойства (1) в некоторый сектор комплексной плоскости, содержащий полуось R+ . Голоморфная 

полугруппа называется вырожденной, если ее единица 
0

lim
t

tP s U
→ +

= −  является проектором в U. 

Впервые голоморфные вырожденные полугруппы операторов появились в [1, 2] как 
разрешающие полугруппы линейных эволюционных уравнений соболевского типа 

,Lu Mu=ɺ                                                                       (2) 
где оператор ( ;L L U F )∈  (т.е. линеен и ограничен), а оператор ( ;M Cl U F )∈  (т.е. линеен, 
замкнут и плотно определен), F  – еще одно банахово пространство. В [3], гл. 3, изложена полная 
теория таких полугрупп, в [4] эта теория распространена на пространства Фреше. 
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Уравнения вида (2) впервые появились в работах А. Пуанкаре в конце позапрошлого века, 
однако систематическое их изучение началось во второй половине прошлого века с работ С.Л. 
Соболева (см. в [5] прекрасный исторический обзор). Поскольку интерес к уравнениям 
соболевского типа за последнее время существенно вырос (см. например, монографии [6–9]), то 
возникла необходимость их рассмотрения в квазибанаховых пространствах. Причем 
необходимость диктуется не столько желанием пополнить теорию, сколько стремлением 
осмыслить неклассические модели математической физики [10] в квазибанаховых пространствах 
[11]. Заметим еще, что уравнения соболевского типа (2) называются динамическими, если их 
решения продолжимы на всю ось R , и эволюционными, если их решения существуют только на 
полуоси R+  [12]. 

Статья кроме введения и списка литературы содержит четыре параграфа. В первом, 
имеющем вспомогательное значение, рассматриваются квазибанаховы пространства и 
определенные на них линейные ограниченные и замкнутые операторы. Также вводятся в 
рассмотрение квазисоболевы пространства, на которых строятся степени квазиоператора 
Лапласа. Во втором параграфе показано, при каких условиях на операторы L  и M  возникают 
голоморфные вырожденные полугруппы операторов в квазибанаховых пространствах U и F. 
Другими словами, доказывается первая часть обобщения теоремы Соломяка–Иосиды на 
квазибанаховы пространства. В последнем параграфе содержится «квазибанахов» аналог 
однородной задачи Дирихле в ограниченной области с гладкой границей для линейного 
уравнения Дзекцера (см., например, [1, 9, 13]) 

2( ) tu u u fλ β α− ∆ = ∆ − ∆ +  
с начальным условием Шоуолтера–Сидорова [14]. Список литературы не претендует на полноту, 
а отражает лишь вкусы и пристрастия авторов. 
 
1. Линейные замкнутые операторы в квазибанаховых пространствах 

Пусть U – линеал над полем R. Упорядоченная пара ( , .UU ) называется квазинормирован-

ным пространством, если функция .U :U R→  удовлетворяет следующим условиям: 

(i) 0U u ≥  при всех u U∈ , причем 0U u =  точно тогда, когда =u O , где O  – нуль линеала 

U; 
(ii)  U U

u = uα α  при всех u U∈ , Rα ∈ ;  

(iii) ( )U U Uu v C u v+ = +  при всех ,u v U∈ , где константа 1C ≥ . 

Функция U u  со свойствами (i)–(iii) называется квазинормой. Очевидно, что в случае =1C  

эта функция будет нормой. 
Квазибанаховым пространством называется метризуемое полное квазинормированное 

пространство. Хорошо известным примером квазибанаховых пространств служат пространства 
последовательностей , (0,1)q q∈ℓ  (при [1, )q∈ +∞  пространства qℓ  – банаховы). Пусть здесь и 

далее { }k Rλ +⊂  – монотонная последовательность, такая, что lim k
k

=λ
→∞

+ ∞ . Квазисоболевым 

называется квазибанахово пространство 

1

{ }

qm
m 2
q k kk

k=

= u= u : |u | <λ
∞     + ∞ 
    

∑ℓ  

с квазинормой 

1/

2
1

| | , .

qqm
m
q kkk

u u m Rλ∞
=

  
  = ∈
     

∑  Очевидно, что при [1, )q∈ +∞  пространства 

m
qℓ  – банаховы; 0

q q=ℓ ℓ , а также имеют место плотные и непрерывные вложения n
qℓ  в m

qℓ  при 

n m≥  и q R+∈ . 
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Пусть U и F – квазибанаховы пространства, линейный оператор L:U F→  называется  

непрерывным, если ( )lim limk k
k k

Lu =L u
→∞ →∞

 для любой последовательности { }ku U⊂ , сходящейся в 

U. Нетрудно показать, что линейный оператор L:U F→  непрерывен точно тогда, когда он 
ограничен (т.е. отображает ограниченные множества в ограниченные). Линеал ( ;L U F )  
линейных ограниченных операторов – квазибанахово пространство c квазинормой 

( ; ) ,
1L U F F

U
L =sup Lu

u =
 где U ⋅  ( F ⋅ ) – квазинорма в U  ( )F . Последовательность 

{ } ;kL L(U F )⊂  называется  сильно сходящейся к оператору ;L L(U F )∈ , если для любого u U∈  

выполнено 0F kL u Lu− → , k → ∞ ; и  равномерно сходящейся, если ; 0L(U F ) kL L− → , k → ∞ . 

Теорема 1.1 (аналог теоремы Банаха–Штейнгауза). Последовательность { } ( ; )kL L U F⊂  

равномерно сходится к оператору ( ; )L L U F∈  на некотором линеале 0U  плотном в U  точно 
тогда, когда 

(i)  последовательность { }kL  ограничена; 

(ii)  последовательность { }kL  сильно сходится к L  на 0U . 

Линейный оператор L:U F→  называется замкнутым, если его график 
{( , ) : }graphL u f U F f Lu= ∈ × =  замкнут по квазинорме graphL U Fu = u Lu+ . 

Теорема 1.2.  Если оператор ( ; )L L U F∈ , то L  – замкнутый оператор. 

Теорема 1.3.  Пусть линейный оператор :L U F→  замкнут и область определения 
=domL U. Тогда ( ; )L L U F∈ . 

Теорема 1.4.  Пусть оператор :L U F→  замкнут и существует оператор 1 :L F U− → . 

Тогда 1L−  – замкнутый оператор. 
Линейный оператор :L U F→  называется плотно определенным, если замыкание линеала 

domL=U . Линеал замкнутых плотно определенных операторов обозначим символом ( ; )Cl U F . 

Пример 1.1. Пусть 2m
qU= +
ℓ , m

qF=ℓ ; ( )nQ λ  – многочлен степени n. Рассмотрим оператор 

{ }( ) ( )n n k kQ u Q uλΛ = , n N∈ , где { }ku U⊂ , а монотонная последовательность { }k Rλ +⊂  такова, 

что lim k
k

=λ
→∞

+ ∞ . Как нетрудно видеть, оператор ( ) ( ; )nQ Cl U FΛ ∈ , 2( ) m n
n qdomQ +Λ = ℓ , причем 

2( ) : m n m
n q qQ +Λ →ℓ ℓ  – топлинейный изоморфизм. 

 
2. Голоморфные вырожденные полугруппы операторов 

Пусть U  и  F – квазибанаховы пространства, операторы ( ; )L L U F∈  и ( ; )M Cl U F∈ , следуя 
[1, 2], введем в рассмотрение L -резольвентное множество 

1( ) { : ( ) ( ; )}L M C L M L F Uρ µ µ −= ∈ − ∈  и L -спектр ( ) \ ( )L LM C Mσ ρ=  оператора M . Как 

нетрудно видеть, множество ( )L Mρ  всегда открыто, поэтому L -спектр оператора M  всегда 
замкнут. 

Определение 2.1. Оператор M  называется ( , )L p -секториальным, {0}p N∈ ∪ , если 
(i) существуют константы a R∈  и ( / 2; )θ π π∈  такие, что сектор 

, ( ) { :| arg( ) | , } ( );L L
aS M C a a Mθ µ µ θ µ ρ= ∈ − < > ⊂  

(ii) существует константа K R+∈  такая, что 

{ }( ) ( , ) ( ) ( , )

0

max ( ) , ( ) ,

| |

L L
L U p L F p p

k
k

K
R M L M

a
µ µ

µ
=

≤
−∏
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при любых 0 1 ,, , , ( )L
p aS Mθµ µ µ… ∈ . Здесь ( , ) 0

( ) ( )
pL

p k k

LR M R Mµ µ== ∏  – правая и 

( , ) 0
( ) ( )

pL
p k k

LL M L Mµ µ== ∏  – левая ( , )L p -резольвенты оператора M , а в свою очередь, 

1( ) ( )LR M L M Lµ µ −= −  и 1( ) ( )LL M L L Mµ µ −= −  – правая и левая L -резольвенты оператора M . 

Пусть 2m n
qU= +
ℓ , m

qF=ℓ , m R∈ , q R+∈ , ( ) ( )=0 =0
= =

n si j
n i s ji j

Q c и R dλ λ λ λ∑ ∑  – многочлены 

с действительными коэффициентами, степени n и s, соответственно, ( <n s), не имеющие общих 
корней. Построим операторы ( )nL Q= Λ , ( )sM=R Λ  как в примере 1.1. Нетрудно показать, что L -

спектр ( )L Mσ  оператора M  состоит из точек 1( )( ( ))k s k n kR Qµ λ λ −= , k N∈ : kλ −  не корень 

многочлена ( )nQ λ , с учетом их кратности. Покажем, что оператор M  ( , )L p -секториален. 

Действительно, при всех k N∈ , kλ , не являющихся корнями многочлена ( ),nQ λ  точки ( )L Mσ  

лежат во множестве R, причем lim k
k

=µ
→∞

− ∞  при отрицательном отношении старших 

коэффициентов многочленов ( )nQ λ , ( )sR λ , что гарантирует выполнение условия (i) из 
определения 2.1. Далее 

( )

( )

1

1

1

:

( ) ., , если не корень при всех ;
( )

( ) ., , если существуют : корень .

k k k k n
L k

k k k n
k N k

e e Q k N
R M

e e  N Q
µ

µ µ λ λ

µ µ λ λ

∞
−

=
−

∈ ≠


− < > ∈= 

 − < > ∈ −


∑

∑ ℓ

ℓ

ℓ

 

Здесь (0, ,0,1,0, )ke = … … , где единица стоит на k -том месте. Если взять { }ka>max µ , то 

выполнение (ii) определения 2.1 очевидно. Для левой L -резольвенты ( )LL Mµ  оператора M  это 

условие проверяется аналогично. 
Пусть V  – квазибанахово пространство, ( )L V  – пространство линейных ограниченных 

операторов. Отображение ( ; ( ))V C R L V∞
+∈  называется  полугруппой операторов, если 

при всех , .s t s tV V =V s t R+
+∈                                                      (3) 

Как и выше, отождествим полугруппу с ее графиком { }tV :t R+∈  и назовем  голоморфной, 
если она аналитически продолжима с сохранением свойства (3) в некоторый сектор, содержащий 
R+ . 

Теорема 2.1. Пусть операторы M и L  определены, как выше. Тогда операторы L  и M  

порождают на пространствах U  и F  голоморфные полугруппы { : }tU t R+∈  и { : }tF t R+∈  
соответственно, которые к тому же имеют вид 

( ) ( )1 1
и ( ) ( )

2 2
t L t t L tU R M e d L U F L M e d L F

i i
µ µ

µ µµ µ
π πΓ Γ

= ∈ = ∈∫ ∫                      (4) 

при t R+∈ , где контур ( )LГ Mρ⊂  таков, что | |argµ θ→  при µ → ∞ , µ ∈Γ . 

Приведем набросок доказательства. Прежде всего заметим, что оператор M  ( ,0)L -

секториален и интегралы tU  и tF  равномерно сходятся на любом компакте, содержащемся в 

секторе { :| arg | }
2

C Sθ
πµ µ θ∈ < − = . Свойство (3) проверяется аналогично «банахову» случаю 

(см. напр., [1–3, гл. 3]) при всех ,s t Sθ∈ . Более того, полугруппа tU представима в виде 

( )

( )
1

:

., , если не корень при всех ;

., , если существует : корень .

k
k k k n

t k

k
k k n

k N k

t
e e e  Q k N

U
t

e e e  N Q

µ

µ

λ λ

λ λ

∞

=

∈ ≠


< > ∈

= 
 < > ∈ −


∑

∑ ℓ

ℓ

ℓ

 

Голоморфная полугруппа { }tF :t R+∈  строится аналогично. Теорема доказана. 
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Далее, голоморфную полугруппу { }tV :t R+∈  назовем вырожденной, если ее единица 
0

0
lim t

t
V s V

→ +
= −  является проектором в пространстве V . Кроме того, заметим, что в определении 

2.1 можно положить 0a =  ввиду замены ( ) ( )atu t e v t=  в (2) и переобозначения =M : M aL− . 

Считая, что замена и переобозначение проведены, положим , ( ) ( )L L
aS M S Mθ θ= . 

Определение 2.2. Оператор M  называется  сильно ( , )L p -секториальным справа (слева), 
{0}p N∈ ∪ , если он ,(L p )-секториален и 

( )
1

,

0

const
( )( ) при всех ,L

U p p

k
k

R M L M Mu u Uµ λ
λ µ

−

=

− ≤ ∈

∏
 

где const const( )u=  (существует линеал 0F  плотный в F  и такой, что 

1 0
( , )

0

const
( ) ( ) при всех ,

| | | |

L
F p p

k
k

M L M L M f f Fµλ
λ µ

−

=

− ≤ ∈

∏
 

где const const( )f= ); при любых , ( )L
k S Mθλ µ ∈ , 0, ,k p= … . 

Теорема 2.2. Пусть операторы M и L  определены, как выше. Тогда голоморфная 

полугруппа { : }tU t R+∈  ({ : })tF t R+∈  вырождена. 
Доказательство аналогично банахову случаю и очень трудоемко (см. напр., [3, гл. 3]). 

Поэтому приведем только его схему. Сначала, основываясь на ( , )L p -секториальности оператора 

M , показывается, что ядро 0
( , )ker ( )L

pR M Uµ =  и замыкание образа 1
( , ) ( )L

pimR M Uµ =  не зависят 

от 0 1( , , , )pµ µ µ µ= … , ( )L
k S Mθµ ∈ . Затем доказывается, что 0 ker tU U=  при всех t R+∈  и 

0
lim t

t
u U u

→ +
=  при всех 1u U∈ . Таким образом, учитывая сильную ( , )L p -секториальность 

оператора M  справа, получим существование проектора 

( )
( )0

:

, если не корень при всех ;
lim ., , если существует : корень .

k n
t

k k nt
k N k

I Q k N
P s U I e e N Q

λ λ
λ λ→ +

∈ =

 ∈
= − =  − < > ∈ −


∑ ℓ

ℓ

ℓ
 

Проектор 
0

lim t

t
Q s F

→ +
= −  получается аналогично. Отметим еще, что здесь и на предыдущем этапе 

главную роль играет теорема 1.1. (Существование проектора 
0

lim t

t
Q s F

→ +
= −  доказывается 

аналогично). Теорема доказана. 
Главным следствием сильной ( , )L p -секториальности оператора M  справа (слева) является 

расщепление пространства 
0 0( ,1 1U U U F=F F )= ⊕ ⊕                                                     (5) 

где 0 0( )U F  – ядро проектора 
0

lim t

t
P s U

→ +
= −  (

0
lim t

t
Q s F

→ +
= − ), а 1 1( )U F  – его образ. Обозначим 

через kL ( kM ) сужение оператора L  ( M ) на kU  ( kdomM U∩ ), 0,1k = . 
Следствие 2.1.  Пусть операторы M  и L  определены, как выше. Тогда операторы 

( ; )k k
kL L U F∈ , ( ; )k k

kM Cl U F∈ , = 0,1k , причем существует оператор 1 0 0
0 ( ; )M L F U− ∈ . 

Доказательство аналогично банахову случаю (см. напр., [3, гл. 3]), при этом 

( )

( )
1 1

0

:

, если не корень при всех ;

( ( )) ., .
корень

k n

s k k k

k N k n

O  Q k N

M R e e
Qλ

λ λ

λ
λ

− −

∈

 ∈
= < >
 −

∑  

Следствие доказано. 

Положим 1
0 0H M L−=  ( 1

0 0G L M −= ), очевидно, 0( )H L U∈  ( 0( )G L F∈ ). 
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Следствие 2.2.  В условиях следствия 2.1 оператор H  (G ) нильпотентен степени 0. 
Определение 2.3. Оператор M  называется  сильно ( , )L p -секториальным, {0}p N∈ ∪ , если 

он сильно ( , )L p -секториален слева и 

1
( ; ) ( , )

0

const
( ) ( )

| | | |

L
L F U p p

k
k

L M L Mµλ
λ µ

−

=

− ≤

∏
 

при любых , ( )L
k S Mθλ µ ∈ , 0, ,k p= …  и некоторой const R+∈ . 

Заметим, что сильно ( , )L p -секториальный оператор M , очевидно, сильно ,(L p )-
секториален справа. 

Теорема 2.3. Пусть операторы M  и L  определены, как выше. Тогда существует 

оператор 1 1 1
1 ( ; )L L F U− ∈ . 

Доказательство аналогично «банахову» случаю (см. напр., [3, гл. 3]), при этом 

( )

( )

1

1 1
1

1

:

( ) ., , если не корень при всех ;

( ) ., , если существует : корень .

k k k k n
k

k k k n
k N k

e e Q k N
L

e e N Q

λ λ λ λ

λ λ λ λ

∞
−

− =
−

∈ ≠


− < > ∈= 

 − < > ∈ −


∑

∑ ℓ

ℓ

ℓ

 

Конец доказательства. 

Построим операторы 1 1 1
1 1 :S L M domM U U−= ∩ →  и 1 1 1

1 1 : [ ]T M L M domM F F−= ∩ → . 

Нетрудно показать, что 1( )S Cl U∈ , а 1( )T Cl F∈ . 
Следствие 2.3. В условиях теоремы 2.3 операторы S и T  – секториальны. 
Замечание 2.1. Подчеркнем, что из сильной ( , )L p -секториальности оператора M  следует 

– существование голоморфных вырожденных полугрупп { }tU :t R+∈  и { }tF :t R+∈  из (4); 
– существование их единиц – проекторов ( )P L U∈  и (Q L F )∈ , благодаря которым 

квазибанаховы пространства U и F  расщепляются в прямые суммы (5); 

– расщепление действий операторов ( ; )k k
kL L U F∈ , ( ; )k k

kM Cl U F∈ , 0,1k =  и 

существование операторов 1 0 0
0 ( ; )M L F U− ∈ , 1 1 1

1 ( ; )L L F U− ∈ ; 
– нильпотентность операторов H , G  и секториальность операторов S, T . 
Именно эти утверждения мы называем обобщением прямой теоремы Соломяка–Иосиды на 

квазибанаховы пространства. 
 
3. Эволюционные уравнения соболевского типа 

Пусть U  и F  – квазибанаховы пространства; { }tU :t R+∈  и { }tF :t R+∈  – голоморфные 
вырожденные полугруппы операторов, определенные на пространствах U  и F  соответственно. 

Тогда существуют проекторы 
0

lim t

t
P s U

→ +
= −  и 

0
lim t

t
Q s F

→ +
= − , которые расщепляют 

пространства U  и F  в прямые суммы 0 1U U U= ⊕ , и 0 1( )F F F= ⊕ , где 0 kerU P= , 1U imP= , 
0 kerF Q= , 1F imQ= . 
Пусть U  и F  – квазибанаховы пространства последовательностей, операторы ( ; )L L U F∈  и 

( ; )M Cl U F∈  построены в п. 2. Рассмотрим линейное эволюционное уравнение соболевского 
типа 

.Lu Mu=ɺ                                                                       (6) 

Вектор-функцию 1( ; )u C R U+∈ , удовлетворяющую (6) поточечно, назовем (классическим)  
решением этого уравнения. Решение ( )u u t=  уравнения (6) назовем решением ослабленной 

задачи Коши (по С.Г. Крейну), если вдобавок для некоторого 0u U∈  выполнено 

0
0

lim ( ) .
t

u t u
→ +

=                                                                   (7) 
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Определение 3.1. Множество P U⊂  называется  фазовым пространством уравнения (6), 
если 

(i) любое решение ( )u u t=  уравнения (6) лежит в P поточечно, т.е. ( )u t P∈  при любом 

t R+∈ ; 

(ii) при любом 0u P∈  существует единственное решение задачи (6), (7). 
Теорема 3.2. Пусть операторы M  и L  определены, как в п.2. Тогда фазовым 

пространством уравнения (6)  служит подпространство 1U . 
Доказательство. Во-первых, уравнение (6), ввиду замечания 2.1, редуцируется к 

эквивалентной системе  
0 1 1 1 0 10 , , , .u u Su u Pu u u u= = = = −ɺ                                               (8) 

Во-вторых, для второго уравнения (8) при любом 1 1
0u U∈  существует единственное решение 

1 1
0( ) tSu t e u=  задачи 1 1

0
0

lim ( )
t

u t u
→ +

= , где  

11
( ) , ,

2
tS te I S e d t R

i
µµ µ

π
−

+Γ
= − ∈∫  

а контур Γ  такой же, как в теореме 2.1. 
Таким образом, при любых m R∈  и q R+∈  фазовым пространством уравнения (6) будет 

подпространство 

( )
( )

1 , если не корень при всех ;

{ : 0, если корень }.
k n

k k n

U Q k N
U

u U u Q

λ λ
λ λ

 ∈=  ∈ = −
 

 
4. Модель Дзекцера в квазисоболевых пространствах 

Пусть U  и F  – квазибанаховы пространства последовательностей, операторы ( ; )L L U F∈  и 

( ; )M Cl U F∈  таковы, как в п. 2. Тогда оператор M  сильно ( ,0)L -секториален. Рассмотрим  
ослабленную (в смысле С.Г. Крейна)  задачу Шоуолтера–Сидорова  

0
0

lim ( ( ) ) 0
t

P u t u
→ +

− =                                                              (9) 

для линейного неоднородного эволюционного уравнения соболевского типа  
,Lu Mu f= +ɺ                                                                 (10) 

где вектор-функция :[0, ]f Uτ → , 0 1f f f= + , 1f Qf= , 0 1f f f= −  будет определена ниже, 

Rτ +∈ . 

Теорема 4.1.  Для любой вектор-функции = ( )f f t , такой, что 0 1 0((0, ); )f C Fτ∈  и 
1 1((0, ); )f C Fτ∈ , и любого вектора 0u U∈  существует единственное решение 1((0, ); )u C Uτ∈  

задачи (9) для уравнения (10), которое к тому же имеет вид 
1 0 1 1

0 0 10
( ) ( ) ( ) .t t su t M f t U u U L f s ds

τ− − −= − + + ∫                                   (11) 

Доказательство. Действительно, факт, что ( )u u t=  удовлетворяет уравнению (10) и условию 
(9), устанавливается непосредственной проверкой. Единственность вытекает из теоремы 3.2. 
Теорема доказана. 

Теперь рассмотрим уравнение Дзекцера 
2( ) ( ) , , ,tu u f R Rλ α β λ β α +− Λ = Λ + Λ + ∈ ∈                                 (12) 

в квазисоболевых пространствах 2m
qU += ℓ  и m

qF = ℓ , m R∈ , q R+∈ . Зададим область 

определения 2 4( ) m
qdomα β +Λ + Λ = ℓ . В силу теоремы 4.1 имеет место 

Следствие 4.1.  При любых , ,m Rλ β ∈ , , ,q Rτ α +∈ , 0u U∈ , 0 1 0((0, ); )f C Fτ∈  и 
1 1((0, ); )f C Fτ∈  существует едиственное решение 1((0, ); )u C Uτ∈  задачи (9), (12),  которое к 

тому же имеет вид  



Математика 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 34 

1 0 1 1
0 0 10

( ) ( ) ( ) .t t su t M f t U u U L f s ds
τ− − −= − + + ∫  

Здесь 

{ }
{ }

0 0 , если при всех ;

: 0, \ { : } ;
k

k

k N
F

f F f k N

λ λ
λ λ

 ≠ ∈=  ∈ = ∈ = ℓ
ℓ

 

1 , если при всех ;

{ : 0, };
k

k k

F k N
F

f F f

λ λ
λ λ

≠ ∈
=  ∈ = =

 

1 2 1
0

:

, если при всех ;

( ) .

k

k k k
k N k

O k N

M e
λ

λ λ
αλ βλ

λ

− −

∈

≠ ∈
=  +
 =
∑  

1

:

., , если при всех ;
,

., , существует : .

k
k k k

t k

k
k k

k N k

t
e e e   k N

U
t

e e e N

µ

µ

λ λ

λ λ

∞

=

∈ ≠


< > ≠ ∈

= 
 < > ∈ =


∑

∑ ℓ

ℓ

ℓ

 

где 2 1( )( ) .k k k kµ αλ βλ λ λ −= + −  

1

1 1
1

1

:

( ) ., , если при всех ;

( ) ., , существует : .

k k k k
k

k k k
k N k

e e  k N
L

e e N

λ λ λ λ

λ λ λ λ

∞
−

− =
−

∈ ≠


− < > ≠ ∈= 

 − < > ∈ =


∑

∑ ℓ

ℓ

ℓ
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HOLOMORPHIC DEGENERATE OPERATOR SEMIGROUPS 
AND EVOLUTIONARY SOBOLEV TYPE EQUATIONS IN QUASI-SO BOLEV 
SPACES OF SEQUENCES 
 
A.A. Zamyshlyaeva 1, J.K.T. Al-Isawi 2 
 

The interest to Sobolev type equations has significantly  increased recently, moreover, the need oc-
cured to consider them in quasi-Banach spaces.  This need is explained not by the desire to enrich the 
theory but rather by the aspiration to comprehend non-classical models of mathematical physics in qua-
si-Banach spaces.  

It should be noted that Sobolev type equations are called evolutionary, provided their solutions exist 
only on R+ . The theory of holomorphic degenerate semigroups of operators constructed earlier in Ba-
nach and Frechet spaces is transferred to quasi-Sobolev spaces of sequences. 

Besides the introduction and references the paper contains four paragraphs. In the first, quasi-
Banach spaces and linear bounded and closed operators defined on them are considered. Quasi-Sobolev 
spaces and powers of the Laplace quasi-operator are also taken into consideration. In the second para-
graph polynomials of the Laplace quasi-operator are considered for operators L and M and conditions 
for the existence of degenerate holomorphic operator semigroups in quasi-Banach spaces of sequences 
are obtained. In other words, the first part of the generalization of the Solomyak–Iosida theorem to qua-
si-Banach spaces of sequences is stated. In the third paragraph the phase space of the homogeneous 
equation is constructed. The last paragraph investigates the "quasi-Banach" analogue of the homogene-
ous Dirichlet problem in a bounded domain with a smooth boundary for the linear Dzektser equation. 

Keywords: holomorphic degenerate semigroups; quasi-Banach spaces; Dzektser equation; quasi-
Sobolev spaces. 
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