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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ОДНОЙ МОДЕЛИ 
ДИНАМИКИ СЛАБОСЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ ЖИДКОСТИ 
 

Н.А. Манакова1 
Исследуется оптимальное управление решениями задачи Дирихле–

Шоуолтера–Сидорова для системы уравнений движения жидкости 
Кельвина–Фойгта нулевого порядка, которую принято называть системой 
уравнений Осколкова. Рассмотрен случай вырожденного уравнения. 
Доказано существование глобального по времени единственного слабого 
обобщенного решения исследуемой модели в пространстве соленоидальных 
функций. Проведена редукция рассматриваемой модели к задаче 
Шоуолтера–Сидорова для абстрактного полулинейного уравнения 
соболевского типа. Доказана теорема существования оптимального 
управления слабыми обобщенными решениями задачи Шоуолтера–
Сидорова для абстрактного полулинейного уравнения соболевского типа. 
Полученные абстрактные результаты применены к модели Осколкова. 

Ключевые слова: система уравнений Осколкова; задача оптимального 
управления; уравнения соболевского типа. 

 

Введение 
Пусть nΩ ⊂ R  – ограниченная область с границей ∂Ω  класса C∞ . В цилиндре +Ω × R  

рассмотрим систему уравнений движения жидкости Кельвина–Фойгта, которую принято 
называть системой уравнений Осколкова  

2 2(1 ) ( ) , ( ) 0,tx x x u xκ ν− ∇ = ∇ − ⋅∇ − + ∇ ∇ ⋅ =p     (1) 

где p= ∇p  – градиент давления; вектор-функция 1 2= ( , ) = ( , ,..., )nx x s t x x x  – вектор скорости 

жидкости; 1 2= ( , ) = ( , ,..., )nu u s t u u u  – вектор объемных внешних сил, характеризующий внешнее 

управляемое воздействие; коэффициент системы 1
1κ λ− ≥  – время ретардации, характеризующее 

упругие свойства жидкости ( 1λ  – наименьшее собственное значение спектральной задачи 
2 = , = 0, | = 0x p x x xλ ∂Ω−∇ + ∇ ∇ ⋅  в области Ω ); ν +∈R  – кинематический коэффициент вязкости, 

характеризующий вязкие свойства жидкости Кельвина–Фойгта нулевого порядка. Система 
уравнений (1) с условием Коши–Дирихле рассматривалась в работах А.П. Осколкова [1, 2] в 

случае 1
1>κ λ− , и в них было показано существование единственного глобального по времени 

решения в слабом смысле. Систему (1) можно рассматривать как предельный случай системы  
2 2(1 ) ( ) , ,t tx x x p u p xκ ν ε− ∇ = ∇ − ⋅∇ − ∇ + = −∇ ⋅      (2) 

моделирующей динамику слабосжимаемой вязкоупругой жидкости типа Кельвина – Фойгта. 
Подействовав на второе уравнение в (2) оператором ∇  и сделав замену p∇=p , положив = 0ε , 
придем к системе (1). Как было отмечено в работе [3], несмотря на то, что оператор ∇  имеет 
ядро, натянутое на константу, мы не получим в задаче Дирихле–Шоуолтера–Сидорова 

( , ) 0, ( , ) ,x s t s t= ∈∂Ω × R            (3) 
2

0(1 )( ( ,0) ( )) 0, ,x s x s sκ− ∇ − = ∈Ω       (4) 
для системы (1) новых решений по сравнению с задачей (2), (3), (4) при = 0ε , благодаря 
краевому условию (3). В различных аспектах система уравнений Осколкова изучалась в работах 
Г.А. Свиридюка и его учеников [3, 4]. Исследование начально-краевых задач для моделей 
динамики несжимаемой вязкоупругой жидкости Кельвина–Фойгта ненулевого порядка были 
продолжены в [5]. В работе М.О. Корпусова, А.Г. Свешникова [6] рассмотрен вопрос разрушения 
решения системы уравнений Осколкова с кубическим источником в классе слабых обобщенных 
решений. 
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В подходящим образом подобранных функциональных пространствах редуцируем задачу 
(1), (3), (4) к задаче Шоуолтера–Сидорова  

0( (0) ) = 0L x x−      (5) 
для полулинейного уравнения соболевского типа 

( , ) = .Lx Mx B x x u+ +ɺ           (6) 
Рассмотрим задачу оптимального управления  

( , ) inf , ,adJ x u u U→ ∈           (7) 
решениями задачи (5), (6). Здесь ( , )J x u  – некоторый специальным образом построенный 

функционал качества; управление adu U∈ , где adU  – некоторое замкнутое и выпуклое 

множество в пространстве управлений U . Задача оптимального управления для линейного 
уравнения соболевского типа с условием Коши рассматривалась в монографии [7]. В работе [8] 
было показано, что рассмотрение условия Шоуолтера–Сидорова (5) для уравнений соболевского 
типа позволяет уйти от феномена несуществования решения задачи Коши при произвольных 
начальных данных и позволяет значительно упростить численные алгоритмы нахождения 
приближенных решений [9]. Задачи оптимального управления для полулинейных уравнений 
соболевского типа с s-монотонным и p-коэрцитивным оператором рассматривались в [10]. Целью 
данной работы является исследование существования оптимального управления (7) решениями 
задачи (1), (3), (4) в классе слабых обобщенных решений в пространстве соленоидальных 
функций. 
 

1. Существование нелокального слабого обобщенного решения 
Пусть = ( ; , )H H ⋅ ⋅  – вещественное сепарабельное гильбертово пространство, 

отождествленное со своим сопряженным; *( , )A A  – дуальная (относительно двойственности ,⋅ ⋅ ) 

пара рефлексивных банаховых пространств, причем вложения 
*A H A⊂ ⊂                (8) 

плотны и непрерывны, а вложение A H⊂  компактно. Пусть *L( ; )L A A∈  – линейный, 
непрерывный, самосопряженный, неотрицательно определенный фредгольмов оператор, чей 
ортонормальный (в смысле H ) набор собственных векторов { }kϕ  образует базис в пространстве 

A ; *L( ; )M A A∈  – линейный, непрерывный, 2-коэрцитивный оператор (т.е. , > 0,M
MC C∃  такие, 

что 
2

, M A
Mx x C x≥  и AxxxCMx A

M
A ∈∀≤ 2
* |||||||| ); билинейный непрерывный оператор 

*:B A A A× →  такой, что |< ( , ), >| B
A A A

B x y z C x y z≤  , ,x y z A∀ ∈ ; 

< ( , ), >= < ( , ), >B x y z B x z y−  , ,x y z A∀ ∈ ; < ( , ), >= 0B y x x ,y x A∀ ∈ . 
Ввиду самосопряженности и фредгольмовости оператора L  отождествим 

*ker cokerA L L A⊃ ≡ ⊂ . Поскольку cokerL  конечномерно, то * = coker imA L L⊕ . Значит, 
существует проектор Q  вдоль cokerL  на im L . Введем в рассмотрение множество  

= { : , = 0 ker \ {0}}.coim L x A x Lϕ ϕ∈ ∀ ∈  

Обозначим через P  проектор вдоль kerL  на coim ,L  тогда = ker coim .A L L⊕  
Построим пространство  

2 2{ | (0, ;coim ) (0, ; ), (0, ;coim ) (0, ; )}.x x L T L L T A x L T  L L T A∞ ∞= ∈ ∩ ∈ ∩ɺX  
Определение 1. Слабым обобщенным решением уравнения (6) назовем функцию ,x∈ X   

удовлетворяющую условию  

).(0,,

,)(=),,(,,)(

2

00

TLAw

dtwutdtwxxBwMxw
dt

dx
Lt

TT
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++ ∫∫

ϕ

ϕϕ
         (9) 

Решение уравнения (9) назовем решением задачи Шоуолтера–Сидорова, если оно удовлетворяет 
(5).  

Замечание 1. В работе [6] показано, что слабое обобщенное решение уравнения (6), 
удовлетворяющее (9), эквивалентно решению, удовлетворяющему  
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0

, , ( , ), , = 0, .
T d

L x w Mx w B x x w u w dt w A
dt

 + + − ∀ ∈ 
 
∫  

В дальнейшем мы будем отождествлять эти решения.  
Система { }kϕ  собственных векторов оператора L  тотальна в пространстве A , а значит, в 

силу вложений (8) тотальна в пространстве H. Построим галеркинские приближения решения 
задачи (5), (6). Для этого выберем в A  ортонормальную (в смысле H ) тотальную систему { }iϕ  

так, чтобы 1 2span{ , ,..., } = ker ,l Lϕ ϕ ϕ   dimker =L l . Построим галеркинские приближения решения 
задачи (5), (6) в виде: 

=1

( ) = ( ) , > ,
m

m
i i

i

x t a t m lϕ∑          (10) 

где коэффициенты = ( ), =1,...,i ia a t i m в силу основной леммы вариационного исчисления 
определяются следующей задачей 

, , ( , ), = , ,m m m m
t i i i iLx Mx B x x uϕ ϕ ϕ ϕ+ +              (11) 

0( (0) ), = 0, =1,..., .m
iL x x i mϕ−     (12) 

Уравнения (11) представляют собой вырожденную систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Пусть ,mT +∈R  0= ( ),m mT T x  1 2= span{ , ,..., }m
mA ϕ ϕ ϕ . 

Лемма 1. При любых 0x A∈  и > dim kerm L существует единственное локальное решение 

(0, ; )m r m
mx C T A∈  задачи (11), (12). 

Доказательство. В силу работы [11] для разрешимости задачи (11), (12) достаточно 
установить невырожденность матрицы  

( , ) , , , =1,..., ,m m m
i

j

Mx B x x u i j m
x

ϕ∂ + −
∂

 

в точке 0 1= ( (0),..., (0))mx x x  или, что то же самое, невырожденность оператора 

0
( )( ) ( ).x

'Q M B P− + −I I  Однако ker , 0,v L v∀ ∈ ≠  имеем  

0
( )( ) ( ) , = ( , ) ( , ), = ( , ), 0m m m

x
'Q M B P v v Mv B v x B x v v Mv B v x v− + − + + + ≠I I  

ввиду положительной определенности оператора M  и конструкции проектора ( )Q−I  вдоль 
Lim  на Lcoker  и проектора ( )P−I  вдоль coim L  на ker .L  

Теорема 1. При любых *
0 2, , (0, ; )x A T u L T A+∈ ∈ ∈R  существует единственное решение 

x∈X  задачи (5), (6). 
Доказательство. Доказательство теоремы проводится в несколько этапов. 

Существование. Введем в coimL  норму 2| | = , .x Lx x  В силу принципа Куранта эта норма 

эквивалента норме, индуцированной из надпространства H . Умножим i -ое уравнение (11) на 
( )ia t  соответственно, результаты сложим по =1,...,i m , проинтегрируем на (0, )t  и получим  

0 0

222 2
* 22 20

( ), ( ) 2 , 2 ( ( ), ( )), ( ) =

1
= 2 ( ), ( ) (0), (0) | (0) | .(0, ; ) (0, ; )

t t
m m m m m m m

t
m m m m m

L L

Lx t x t Mx x d B x x x d

u x d Lx x u x xT A T A

τ τ τ τ τ

τ τ τ ε
ε

+ +

+ ≤ + +

∫ ∫

∫

   (13) 

В силу свойств оператора M  и того, что для любого x A∈  имеет место равенство 
< ( , ), >= 0B x x x , получим  

2 22 2 2
*1 1 2

0 0

1
| ( ) | ( ) ( ) | (0) | , = 2 > 0.

t T
m m m

MHA
x t C x d u d x C Cτ τ ε τ τ

ε
+ ≤ + −∫ ∫  



Манакова Н.А. Задача оптимального управления для одной модели динамики 
 слабосжимаемой вязкоупругой жидкости 

2015, том 7, № 3 25 

Из оценки следует, что все mT , гарантированные леммой 1, можно взять равными друг другу: 

= .mT T  Кроме того, в силу рефлексивности бохнеровских пространств 2(0, ; )L T A  и *
2(0, ; )L T A  

существуют слабые пределы  
mx x→  *-слабо в (0, ;coim );L T L∞  

mx x→  слабо в 2(0, ; );L T A  
m
t tx x→  слабо в 2(0, ; ).L T A  

В силу свойств билинейного оператора B  получим  
2

|< ( , ), >| ,m m B m
AA

B x x y C x y≤  

и, следовательно, ( , )m mB x x  ограничены в *(0, ; ).L T A∞  Поскольку вложение A H⊂  компактно и 

выполнено < ( , ), >= < ( , ), >m m m mB x x y B x y x−  y A∀ ∈ , получим, что  

( , ) ( , )m mB x x B x x→  *-слабо в (0, ; ),L T A∞  

где : Nmx m∈  – некоторая подпоследовательность последовательности галеркинских 
приближений, гарантированных леммой 1. 

Теперь мы можем при фиксированном i  перейти к пределу в  

( ), ( ) ( ( ), ( )), = ( ),m m m m
t i i iLx t Mx t B x t x t u tϕ ϕ ϕ+ +  

и получим  
( , ) = ,Lx Mx B x x u+ +ɺ  

откуда * *
2(0, ; ) (0, ; ),Lx L T A L T A∞∈ ∩ɺ  следовательно, (0)Lx  имеет смысл. 

Единственность. Пусть 1 1= ( )x x t  и 2 2= ( )x x t  – два решения задачи (5), (6). Тогда для их 

разности 1 2=w x x−  получим  

1 1 2 2
0

2 2 1 1
0 0

, 2 ( ( , ) ( , )), = 0,

, 2 , = 2 ( , ) ( , ), .

t

t t

Lw w Mw B x x B x x w d

Lw w Mw w d B x x B x x w d

τ

τ τ

+ + −

+ −

∫

∫ ∫
      (14) 

В силу неотрицательной определенности оператора L , 2-коэрцитивности оператора M , свойств 
билинейного оператора ( , )B x y  и того, что 2 2 1 1 2 1( , ) ( , ), = ( , ),B x x B x x w B w x x− , получим  

2
(0, ; ) 2 12

0

| | 2 ( ) ( ) ( ) .
t

L T coim L A A A
w w x x dτ τ τ τ≤ ∫  

Откуда в силу теоремы Гронуола–Белмана следует, что 0w ≡ . 
 

2. Задача оптимального управления 
Построим пространство управлений *

2= (0, ; )U L T A  и определим в пространстве U  

непустое замкнутое и выпуклое множество .adU  Рассмотрим задачу оптимального управления 
(5)–(7), где функционал качества зададим формулой  

2 2
*

0 0

( , ) = ( ) ( ) ( ) , =1,
T T

d AA
J x u x t z t dt u t dtα β α β− + +∫ ∫       (15) 

где = ( )d dz z t  – желаемое состояние. 

Определение 2. Пару ( , ) adx u U∈ ×ɶ ɶ X  назовем решением задачи оптимального управления 
(7), если  

( , )
( , ) = inf ( , ),

x u
J x u J x uɶ ɶ  

где пары ( , ) adx u U∈ ×X  удовлетворяют (5), (6) в смысле опеределения 1; вектор-функцию uɶ  
назовем  оптимальным управлением в задаче (5), (6). 
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Замечание 2. Допустимым элементом задачи (5)–(7) назовем пару ( , ) adx u U∈ ×X , 

удовлетворяющую задаче (5), (6). Поскольку множество adU ≠ ∅ , то для любого adu U U∈ ⊂  в 
силу теоремы 1 существует единственное решение = ( )x x u  задачи (5), (6). 

Теорема 2. При любых 0 ,x A∈  T +∈R  существует решение задачи (5)–(7). 
Доказательство. Из теоремы 1 вытекает, что оператор  

*
2( ) : (0, ;coim ) (0, ; )

d
L M B L T L L T A

dt ∞+ + → ∩X  

есть гомеоморфизм. Поэтому функционал качества (15) можно записать в виде  

*
2 2

(0, ; )(0, ; ) 22
( , ) = ( ) = ( ) .d L T AL T A

J x u J u x u z uα β− +                  (16) 

Пусть { }m adu U⊂  – последовательность такая, что  

lim ( ) = inf ( ),m
m u Uad

J u J u
→∞ ∈

 

тогда из (16) вытекает, что 

*(0, ; ) (0, ; )2 2
const, constm mL T A L T A

u x≤ ≤           (17) 

при всех .m N∈  Из (17) (переходя, если надо, к подпоследовательности) извлечем слабо 
сходящуюся последовательность .mu u→ ɶ  В силу теоремы Мазура точка .adu U∈ɶ  Обозначим 

через = ( )m mx x u  слабое обобщенное решение уравнения  

( , ) = .m m m m mLx Mx B x x u+ +ɺ             (18) 
Тогда, используя рассуждения теоремы 1, в силу априорных оценок (13) получим, что  

mx x→ ɶ  *-слабо в (0, ; );L T coim L∞  
mx x→ ɶ  слабо в 2(0, ; );L T A  

( , ) ( , )m mB x x B x x→ ɶ ɶ  *-слабо в 
*(0, ; ).L T A∞  

Перейдем к пределу в уравнении состояния (18) и получим  
( , ) = .Lx Mx B x x u+ +ɺɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

Следовательно, = ( )x x uɶ ɶ ɶ  и lim inf ( ) ( ).mJ u J u≥  Значит, u  есть оптимальное управление в 
задаче (5)–(7). 
 

3. Модель Осколкова 
Пусть ,nΩ ⊂ R  = 2,3,4n  – ограниченная область с границей ∂Ω  класса C∞ . Обозначим 

через 1 1
2= ( ( )) ,nW Ω

� �

H  2 2= ( ( ))nL ΩL  пространства вектор-функций 1 2= ( , ) = ( , ,..., )nx x s t x x x , 
определенных на области Ω . 

Рассмотрим линеал 0= { ( ( )) : = 0}nV x C x∞∈ Ω ∇ ⋅  соленоидальных вектор-функций. 

Обозначим через σL  и σH  замыкание по норме пространства 2L  и 1
�

H  линеала V  

соответственно. Пространство σL  гильбертово со скалярным произведением < , >⋅ ⋅  из 

пространства 2L . Кроме того, в работе [12] показано, что существует расщепление 

2 = σ π⊕L L L , где πL  – ортогональное дополнение к σL . Обозначим через 2: σΣ →L L  

соответствующий ортопроектор. Пространство 1
�

H  непрерывно и плотно вложено в 

пространство 2L . Сужение проектора Σ  на подпространство 1
�

H  является непрерывным 

оператором 1 1:Σ →
� �

ɶ H H , для которого =im σΣɶ H , ker = πΣɶ H . Тогда 1= σ π⊕
�

H H H  и 

1= { : = 0}x xσ ∈ ∇ ⋅
�

H H  (см. теорему 1.6 [13, с. 24]). 

Лемма 2. [6] Пусть 1
2(0, ; ( ))f L T −∈ ΩH , тогда для того чтобы имело место равенство  
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2
0

< , > = 0, (0, ; ),
T

f v dt v L T σ∀ ∈∫ H  

необходимо и достаточно, чтобы нашлась такая функция 2 2( , ), (0, ; ( )/ )p s t p L T∈ ΩL R , что 

pf s∇= .  

Положим =A σH , =H σL , тогда через *A  обозначим пространтсво, двойственное к 
пространству A  относительно скалярного произведения < , >⋅ ⋅ . Построим операторы  

, = ( ) , , ;Lx y x y x y ds x y Aκ
Ω

〈 〉 ⋅ − ∇ ⋅∇ ∈∫  , = , , ,Mx y x yds x y Aα
Ω

〈 〉 ∇ ⋅∇ ∀ ∈∫  

, =1

< ( , ), >= .
n

j
i j

ii j

y
B x y z x z ds

sΩ

∂
∂∑ ∫  

Непрерывное вложение 1
4⊂H L  имеет место при 4n ≤ , и выполнено компактное вложение 

1
2⊂H L . 

Рассмотрим уравнение  
2 2(1 ) ( ) = .tx x x x uκ ν− ∇ − ∇ + ⋅∇               (19) 

Таким образом мы провели редукцию задачи (19), (3), (4) к задаче Шоуолтера–Сидорова (5) для 
полулинейного уравнения соболевского типа (6). 

Лемма 3. 
(i)  При всех 1

1κ λ− ≥  оператор *( ; )L A A∈L  самосопряжен, фредгольмов и неотрицательно 

определен, причем ортонормальное семейство { }kϕ  его функций образует базис пространства 
A. 

(ii)  При ν +∈R  *( ; )M A A∈L  2-коэрцитивный, симметричный оператор. 

(iii) При = 2,3,4n  оператор *:B A A A× →  удовлетворяет неравенству  

|< ( , ), >| , , , .B
A A A

B x y z C x y z x y z A≤ ∀ ∈  

(iv) < ( , ), >= < ( , ), >B x y z B x z y−  , ,x y z A∀ ∈ . 
(v) Для любых ,x y A∈  имеет место равенство < ( , ), >= 0B y x x . 
Доказательство леммы 3 общеизвестно. Справедливость п. (i) гарантирует теорема 

Солонникова–Воровича–Юдовича [14], п. (ii) вытекает из построения оператора M , 
доказательства пп. (iii), (iv), (v) можно найти в работах [12, 13]. 

Построим пространство  

2 2{ | (0, ;coim ) (0, ; ), (0, ;coim ) (0, ; )}.
dx

x x L T L L T A L T L L T A
dt∞ ∞= ∈ ∩ ∈ ∩X  

Теорема 3. Пусть 1
1, , 2,3,4nκ λ ν−

+≥ ∈ =R , тогда при любых 0x σ∈H  и 1
2(0, ; ( ))u L T −∈ ΩH  

существует единственное решение x∈X  задачи (19), (3), (4). 
Доказательство. Доказательство теоремы вытекает из теоремы 1 и леммы 3. 
Замечание 3. Представим уравнение (1) в виде:  

2 2(1 ) ( ) =tx x x x uκ ν− ∇ − ∇ + ⋅∇ − −p  
и определим оператор  

( ) ( , ).C x Lx Mx B x x≡ + +ɺ  

Лемма 4. Пусть 1
1, , 2,3,4nκ λ ν−

+≥ ∈ =R  и при любых 0x σ∈H  и 1
2(0, ; ( ))u L T −∈ ΩH  

функция x∈X  является решением задачи (19), (3), (4) тогда и только тогда, когда существует 
функция 2 2(0, ; ( )/ ))p L T∈ ΩL R  такая, что пара ( , )x p  удовлетворяет задаче (1), (3), (4). 

Доказательство. Вектор-функция x  является слабым обобщенным решением задачи (1), (3), 
(4), если выполнено  

0

( ) < ( ) , > = 0, .
T

t C x u w dt w σϕ − ∀ ∈∫ H  
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В силу основной леммы вариационного исчисления данное равенство эквивалентно  
< ( ) , >= 0, ,C x u w w σ− ∀ ∈H  

где 1
2( ) (0, ; ( ))C x u L T −− ∈ ΩH . Тогда в силу леммы 2 существует 2 2(0, ; ( )/ )p L T∈ ΩL R  такая, что 

( ) =C x u− −p .  
Рассмотрим задачу оптимального управления (1), (3), (4), (7). Зададим пространство 

управлений 1
2= (0, ; ( ))U L T − ΩH , постороим функционал качества 

2 2
1(0, ; ( ))(0, ; ) 22

( , ) = .d L TL T
J x u x z u

σ
α β − Ω− +

HH
             (20) 

Выберем 1
2(0, ; ( ))adU L T −⊂ ΩH  – непустое, замкнутое, выпуклое множество. Тогда справедлива 

следующая теорема. 

Теорема 4. Пусть 1
1, , 2, 3, 4nκ λ ν−

+≥ ∈ =R , тогда существует решение задачи 
оптимального управления (1), (3), (4), (7). 
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THE OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR THE MODEL OF DYNAMI CS 
OF WEAKLY VISCOELASTIC FLUID 
 
N.A. Manakova 1 
 

In this article we study the optimal control of solutions of the Dirichlet–Showalter–Sidorov problem 
for the system of equations of Kelvin–Voight zero order fluid motion, which is called a system of 
Oskolkov equations. The case of the degenerate equation is considered. Existence of global in time weak 
generalized solution of the model in the space of solenoidal functions is proved. The existence of opti-
mal control of weak generalized solutions of Showalter–Sidorov problem for abstract semilinear Sobo-
lev type equation is shown. The obtained abstract results are applied to the Oskolkov model. 

Keywords: the system of Oskolkov equations; the optimal control problem; Sobolev type equations. 
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