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ЗАДАЧА НЕЙМАНА ДЛЯ ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
В ЕДИНИЧНОМ ШАРЕ 
 

И.А. Гулящих1 
Получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи 

Неймана для однородного полигармонического уравнения в единичном 
шаре. 
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Рассмотрим задачу Неймана для неоднородного полигармонического уравнения в единичном 
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где ν  – единичный вектор внешней нормали к S∂ . В работе [1] была рассмотрена более общая 
краевая задача, содержащая многочлены высокого порядка от нормальных производных в гра-
ничных условиях, а в работе [2] приводится решение задачи Дирихле для уравнения из (1). В ра-
боте [3] была исследована задача Неймана для неоднородного бигармонического уравнения в 
единичном шаре, а в [4] дается решение соответствующей задачи Дирихле. В работе [5] получе-
ны условия разрешимости задачи Неймана (1), а также дается способ нахождения ее решения. 
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Теорема 1. [5, теорема 8] Решение задачи Неймана (1) имеет вид 
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где ( )v x  – решение следующей задачи Дирихле 
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Из приведенной теоремы следует, что условие разрешимости задачи Неймана (1) записыва-
ется в виде (0) 0v = , где ( )v x  – решение задачи Дирихле (3). Рассмотрим частный случай задачи 

(1), когда ( ) 0f x =  и обозначим 0 1f ϕ= , 1j j jf jϕ ϕ += +  при 1, , 1j k= −… . Для нахождения зна-

чения (0)v  решения задачи Дирихле с функциями 0 1, , kf f −…  на границе воспользуемся следую-
щей теоремой. 

Теорема 2. [6, теорема 2] Для всякой полигармонической в единичном шаре nS⊂ ℝ  функ-

ции 1( )kv C S−∈  справедливо равенство 
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где числа s
kh  являются коэффициентами разложения многочлена 
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(здесь 0( ) 1H λ = ) по факториальным степеням [ ] ( 1) ( 1)s sλ λ λ λ= − − +⋯  
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Учитывая соотношения 0 1f ϕ= , 1j j jf jϕ ϕ += + , где 1, , 1j k= −… , перепишем равенство (4) в ви-
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где надо учитывать, что 0k
kh = . Определим производную по правилу (1)( ) ( 1) ( )P P Pλ λ λ= + −  [2]. 
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где обозначено 1( ) ( 1) ( 2 3)kN kλ λ λ− = − − +⋯ . Значит, условие (0) 0v =  равносильно условию 

1

1

( ) 0,
k

i
k i xS

i

n s dsϕ−
∂

=
=∑∫  

где числа i
kn  являются коэффициентами разложения многочлена 1( )kN λ−  по факториальным 

степеням [ ]iλ . Вычислим числа i
kn . 

Лемма 1. Имеет место равенство 
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причем при 1k =  многочлен слева равен 1. 
Доказательство. При 1k =  и 2k =  равенство верно. Пусть оно верно при k , докажем его 

верность и при 1k k= + . Умножим (7) на 2 1kλ − + . Учитывая, что 
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Выражение в круглых скобках имеет значение 
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а значит выражение в круглых скобках равно 

[ ]

1

2
( 1) ( 1) (2 2 1)!! .

k
k i i

i

k i
k i

i
λ

=

−
− − − −

 
 
 

∑  

Это означает, что формула (7) верна при 1k k= + . Лемма доказана. 
Из леммы 1 следует, что  
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а значит, условие разрешимости однородной задачи Неймана имеет вид 
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Полученное условие согласуется с найденным в [5]. 
 

Литература 
1. Карачик, В.В. Об одной задаче для полигаpмонического уpавнения в шаpе / В.В. Карачик // 

Сибирский математический жуpнал. – 1991. – Т. 32, № 5. – C. 51–58. 
2. Карачик, В.В. Построение полиномиальных решений задачи Дирихле для полигармониче-

ского уравнения в шаре / В.В. Карачик // Журнал вычислительной математики и математической 
физики. – 2014. – Т. 54, № 7. – C. 1149–1170. 

3. Karachik, V.V. Solvability conditions of the Neumann boundary value problem for the bihar-
monic equation in the unit ball / V.V. Karachik, B.Kh. Turmetov, A. Bekaeva // International Journal of 
Pure and Applied Mathematics. – 2012. – Vol. 81, № 3. – P. 487–495. 

4. Карачик, В.В. О полиномиальных решениях задачи Дирихле для бигармонического урав-
нения в шаре / В.В. Карачик, Н.А. Антропова // Сибирский журнал индустриальной математики. 
– 2012. – Т. XV, № 2(50). – С. 86–98. 

5. Карачик, В.В. Об условиях разрешимости задачи Неймана для полигармонического урав-
нения в единичном шаре / В.В. Карачик // Сибирский журнал индустриальной математики. – 
2013. – Т. XVI, № 4(56). – С. 61–74. 

6. Карачик, В.В. О свойстве среднего для полигармонических функций в шаре / В.В. Карачик 
// Математические труды. – 2013. – Т. 16, № 2. – С. 69–88. 

Поступила в редакцию 5 февраля 2015 г. 
 
 
 

Bulletin of the South Ural State University 
Series “Mathematics. Mechanics. Physics” 

2015, vol. 7, no. 2, pp. 70–72  
 
NEUMANN PROBLEM FOR POLYHARMONIC EQUATION IN THE UNIT BALL 
 
I.A. Gulyashchikh 1 
 

Necessary and sufficient solvability conditions of Neumann problem for homogeneous polyhar-
monic equation in the unit ball are obtained. 
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