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SOFTWARE ENGINEERING OF THE FLOW ALGORITHMS 
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Рассмотрены способы реализации ведущего преобразования в схеме 
симплекс-алгоритма для задач транспортного типа, позволяющие 
осуществлять перестройку базисного дерева за время линейное от числа 
вершин сети, существенно сократив при этом число проверок условия 
оптимальности. Техника программной реализации указанных процедур 
проиллюстрирована в исходном тексте абстрактного класса transport и 
классов Transshipment и Transportation, предназначенных для решения 
и постоптимизационного анализа транспортных задач соответственно в 
сетевой и матричной постановках. 

Ключевые слова: транспортная задача, задача об оптимальном 
потоке, алгоритмы, структуры данных, объектно-ориентированное 
программирование, техника программной реализации 

The authors consider the ways of the software engineering of the pivot 
procedures in the scheme of the primal simplex algorithm for flow problems, 
which enable to rearrange the redix tree within the linear time of the vor­
tex of network number, considerably decrease the number of checks of the 
optimality condition. The technique of the software implementation of these 
procedures is given in the source text of the abstract class transport and classes 
Transshipment and Transportation which are destined for solving and post-
organizational analysis of the transportation problems in the cross network 
and matrix definitions respectively. 
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Введение 

Потоковые задачи: построение оптимального потока в конечной сети, задача о 
максимальном потоке, транспортная задача, задача о назначении и задача о кратчайшем 
пути, - были одними из первых, давших полезные для практики сетевые оптимизационные 
модели. В работах 50-х годов [1] рассматривались прямые алгоритмы (метод потенциалов) 
решения данных задач. В последующих работах был предложен ряд алгоритмов другого 
типа, в частности, алгоритм беспорядка [3, 4] и двойственный симплекс-метод [5, 6]. 
Опыт эксплуатации и вычислительные эксперименты показали, что новые алгоритмы 
требуют меньшего числа изменений текущего базисного решения (ведущих преобразований) 
при выполнении симплекс-алгоритма. Это привело в середине 60-х годов к мнению, что 
наиболее жизнеспособным является алгоритм беспорядка [3, 4]. Из-за убежденности в 
неэффективности прямого алгоритма оставались незамеченными предложения [2, 7] о 
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способах увеличения скорости выполнения ведущего преобразования прямого симплекс-
метода. Большинство из этих предложений включены в современные реализации прямых 
алгоритмов построения оптимального потока в конечной сети [16, 18]. 

Развитие современного математического обеспечения решения задач об оптимальном 
потоке началось в 70-х годах [8, 9, 10, 11, 12]. Широкое сравнение алгоритмов решения 
задачи об оптимальном потоке было проведено в работах [8, 13] и на Всесоюзном конкурсе 
«Транспорт-81». Эти исследования показали, что прямой симплекс-метод значительно 
превосходит остальные известные методы. Появившиеся полиномиальные алгоритмы для 
задачи об оптимальном потоке [19, 20, 21, 23] также не составили конкуренцию прямому 
симплекс-алгоритму при решении практических задач. 

Заметим, что вычислительные эксперименты [8, 13] проводились для "реальных" сетей, 
которые задаются разреженным графом. Однако, построение оптимального потока требуют 
алгоритмы для многих задач размещения и синтеза сетей, в частности, для задач 
размещения прямоугольных объектов с минимальной длиной связывающей их сети 
[15, 25]. Отличительными особенностями данных задач являются: 1) в определении 
сети используется полный граф; 2) необходимо решать последовательность локально 
возмущенных задач, отличающихся параметрами пары вершин и инцидентных им дуг. 
Вычислительная сложность прямого симплекс-алгоритма существенно зависит от стратегии 
проверки условия оптимальности для небазисных дуг. Использование известных стратегий 
приводит на заключительных итерациях алгоритма к проверке условия оптимальности для 
всех небазисных дуг, хотя большинство из них удовлетворяет данному условию. Следствие 
- неоправданные затраты временных ресурсов при решении задач указанного класса. 
Например, сложность определения решения возмущенной задачи по решению исходной 
задачи оказывается почти такой же, как и сложность решения исходной задачи. Для 
устранения этого парадокса в работе [13] предлагают использовать двойственный симплекс-
алгоритм. 

В данной работе изложен способ учета дуг, заведомо удовлетворяющих условию 
оптимальности, основанный на упорядочении изучения базисного дерева [17, 22, 24]. 
При использовании данного способа из поиска очередного кандидата для ввода в 
базис исключаются дуги, для которых установлено выполнение условия оптимальности. 
Предложенные в работе структуры данных и процедуры для них позволяют уменьшить 
вычислительную сложность всей итерации прямого симплекс-метода, а не только ведущего 
преобразования как в известных алгоритмах. Рассмотренный способ существенно повышает 
эффективность процедур, использующих прямой алгоритм решения задачи об оптимальном 
потоке в схеме метода ветвей и границ, при пост-оптимизационном анализе и т.п. [15]. Кроме 
того, данный способ открывает пути распараллеливания вычислений при решении задачи 
об оптимальном потоке. 

Предлагаемый способ использован при разработке класса Transport, предоставляющего 
средства для решения и постоптимизационного анализа транспортных задач в сетевой и 
матричной постановках, а также задачи о назначении. Исходный текст данного класса на 
языке C++ приведен в статье для иллюстрации используемых структур данных, алгоритмов 
и техники их программной реализации. 

1. Постановка задачи 
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(1) 

(2) 

(3) 

Задача (1) - (3), известная как задача об оптимальном потоке (или как транспортная 
задача в сетевой постановке), является наиболее общей формой линейных однопродуктовых 
потоковых задач. Такие задачи, как задача о максимальном потоке, транспортная задача, 
задача о назначении и задача о кратчайшем пути, являются частными случаями задачи 
(1) - (3). Однако, учет особенностей частных задач позволяет строить для них более 
эффективные алгоритмы. В частности, особенностью транспортной задачи в матричной 
постановке является двудольность графа (N, А). 

2. Прямой симплекс-алгоритм 

Прямой критерий оптимальности задачи (1) - (3) дает [1] 

(4) 

(5) 

(6) 

Переменные допустимого базисного решения задачи (1) - (3), удовлетворяющие условию 
4, соответствуют дугам, образующим остовное дерево Τ графа (Ν, А). Общепринято дерево 
Τ отождествлять с базисом, а образующие его дуги называть базисными. 

Алгоритм, построенный по схеме прямого симплекс-метода, состоит в выполнении 
следующих основных шагов. 
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текущей границы вызовет изменение потока по дугам цикла. При максимальном 
допустимом изменении поток на одной или нескольких дугах цикла достигнет 
своей верхней или нижней границы. Из таких дуг для вывода из базиса 
выбирается дуга, ближайшая к корневой вершине в текущем базисном дереве. 

— Шаг 2.2. Выводимая и вводимая дуги обмениваются своими 
базисным/небазисным статусами. Вычисляются обновленные базисный поток и 
потенциалы вершин. После чего осуществляется переход на Шаг 1. 

Результативность и конечность данного алгоритма общеизвестны и в дальнейшем не 
обсуждаются. 

В известных реализациях прямого симплекс-метода трудоемкость выполнения шага 2 
линейна относительно числа вершин сети. В то же время трудоемкость шага 1 изменяется 
от итерации к итерации, достигая на последних итерациях величины, пропорциональной 
числу дуг сети. 

3. Структуры данных. 
Интерфейс с программами пользователя 
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Рис. 1. Базисное дерево и определенные на нем функции 
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FlowCost содержит стоимость оптимального потока, в противном случае поле BottleNeck 
содержит одну из дуг, параметры которой являются причиной отсутствия решения задачи. 

Как отмечалось выше, класс Transport является абстрактным классом, 
предоставляющем средства решения и постоптимизапционного анализа задач транспортного 
типа как в матричной, так и в сетевой постановках. На рис. 4 приведено описание 
интерфейса классов Transshipment (4(a)) и Transportation (4(b)), предоставляющих 
средства решения транспортных задач в сетевой постановке и матричной постановках 
соответственно. Данные классы наследуют все поля и методы класса Transport, добавляют 
собственные и модифицируют конструктор и деструктор. 

В разделе public класса Transshipment поле N определяет число вершин сети, 
функции PriceOfArc, CapacityOfArc и PowerOfSource составляются пользователем. Они 
должны возвращать конструктору значения C(Tail,Head), if (Tail, He ad) и Q(Node) 
исходных данных решаемой задачи (1) - (3) для вершин и дуг, передаваемых им в 
качестве параметров. Здесь и далее значения переменных Tail и Head - вершины, 
соответствующие началу и концу выбранной дуги. Функции ArcFlow и NodePotential 
возвращают оптимальный поток по соответствующей дуге и потенциал соответствующей 
вершины. Наконец, с помощью метода Perturb модифицируются мощности вершин VI, 
V2, передаваемых в качестве параметров, и параметры инцидентных им дуг, а также 
отыскивается оптимальное решение возмущенной таким образом задачи. Наконец, с 
помощью метода Perturb модифицируются мощности вершин VI, V2, передаваемых 
в качестве параметров, и параметры инцидентных им дуг, а также отыскивается 
оптимальное решение возмущенной таким образом задачи. В Классе Transportation поля 
NSup, NCons определяют число поставщиков и потребителей соответственно. Остальные 
функции аналогичны соответствующим функциям класса Transshipment, но учитывают 
двудольность сети. 

На рис. 5 приведены примеры использования классов Transshipment (а) и 
Transportation (b) в программах пользователя. В приведенном примере объект Prb 
класса Transhipment имеет восемь вершин, все исходные данные задаются с помощью 
датчика случайных чисел. После создания объекта его состояние отображается с 
помощью функции void ArcsPrint(Transportation), написанной пользователем. После 
этого решается возмущенная задача, в которой изменены мощности вершин 1 и 2 
на величину потока между ними в оптимальном базисном решении. Объект Prb 
класса Transportation имеет по восемь поставщиков и потребителей, все исходные 
данные задаются алгоритмически. После создания объекта его состояние отображается 
с помощью функции void ArcsPrint (Transportation), написанной пользователем. После 
этого решается возмущенная задача, в которой могут быть изменены мощности вершин 1 и 
2, а также стоимости и пропускные способности инцидентной им дуги. 

4. Описание реализации классов 

4.1. Конструкторы и деструкторы объектов 

Функциональное назначение конструктора - построение оптимального базисного 
решения соответствующей задачи по импортируемым исходным данным. Впоследствии 
построенный объект, т.е. оптимальное базисное решение, может подвергаться перестройке 
и постоптимизационному анализу. Методы класса transport дают средства построения 
оптимального базисного решения из любого допустимого базисного решения. 

Дерево, соответствующее начальному базисному решению, а также функции, 
определенные на множестве его вершин, показаны на рис. 6. В идейном отношении 
структура начального базисного решения для классов Transshipment (рис. 6(a)) и 
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(а) (b) 

Рис. 6. Дерево начального базисного решения для класса Transshipment (а) и для класса 
Transportation (b) 

Конструктор и деструктор объектов класса Transportat ion приведены на рис. 8. 
Функция Transportation имеет шесть параметров. Первыей два параметра - число вершин 
в каждой доле грфа (т.е. число поставщиков и число потребителей). Оставшиеся четыре 
параметра - функции Price, Cap, которые конструктор используыет для получения 
значений С (Tail , Head), К (Tai l , Head), и функции Source, Sewer, используемые для 
передачи в программу значений мощностей вершин. 

При выполнении обоих конструкторов сначала выделяется память под массив Arc и 
с помощью функций Сар и Price определяет недиагональные элементы данного массива. 
Затем выделяется память под массив Tree и строится начальное базисное решение. При 
выполнении деструктора освобождается память, выделенная объекту при его создании. 

4.2. М е т о д Solve 

Метод Solve реализован в виде одноименной функции (см. рис. 9). Функция Solve 
использует метод TherelsDefectArc для выявления в текущем базисном решении дуг, 
которые не удовлетворяют условию оптимальности (4) - (б), и метод Pivot для выполнения 
ведущего преобразования. Применение данных методов производится до тех пор, пока 
метод TherelsDefectArc находит дефектные дуги (т.е. дуги, не удовлетворяющие условию 
оптимальности) или метод Pivot не установит Ir=1, что соответствует существованию цикла 
из дуг с неограниченной пропускной способностью и положительной суммой их стоимостей. 
В последнем случае оптимальное решение прямой задачи неограничено, а двойственная 
задача не имеет решения. 

Если же методу TherelsDefectArc не удалось обнаружить дефектных дуг, то, как далее 
будет показано, в построенном решении все дуги удовлетворяют условиям оптимальности. 
В данном случае осталось проверить, имеются ли среди базисных дуг искусственные 
дуги, использованные при построении начального базисного решения. При положительном 
ответе мы имеем задачу, не имеющую допустимых решений. Оптимальное решение 
соответствующей двойственной задачи в этом случае неограничено. 

В противном случае построены оптимальные решения прямой и двойственной 
задач. Поскольку двойственная задача имеет множество оптимальных решений, то в 
рассматриваемой процедуре оно приводится к нормальной форме, в которой минимальное 
значение двойственных переменных равно нулю. 

Последняя группа вложенных циклов предназначена для подсчета оптимального 
значения целевой функции. 

4.3. Изучение базисного д е р е в а 

Будем через Т(i) обозначать минимальное поддерево текущего базисного дерева 
Т, стягивающего всех преемников вершины i. Вершину i будем называть корнем 
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Р и с . 7. Конструктор и деструктор класса Transshipment 

поддерева Т(i). Поддерево Т(i) будем называть изученным, если установлено выполнение 
условий оптимальности для всех дуг, инцидентных вершинам данного поддерева. Если 
базисное дерево содержит изученные поддеревья, то проверка условий оптимальности 
необходима только для тех дуг, которые не стягивают вершины изученного поддерева. 
Попытаемся за счет надлежащего выбора порядка изучения поддеревьев базисного дерева и 
процедур преобразования информации при его перестройке уменьшить количество проверок 
условия оптимальности. Естественным требованием к искомому порядку является его 
согласованность с отношением включения: из должно следовать, что изучение 

поддерева Τ (x) предшествует изучению Т(у). 
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конца дефектной дуги, которую следует ввести в базис; 3) Cincr для указания невязки в 
ограничении двойственной задачи, соответствующем дуге (Tail, Head). 

До начала действия метода и после каждого выполнения тела внешнего цикла 
значение переменной J указывает корень последнего изученного дерева. По определению, 
все вырожденные поддеревья (т.е. представляющие единственную вершину) являются 
изученными. В первом вложенном цикле значение переменной J устанавливается равным 
корню следующего поддерева, которое следует изучить, а у переменной I - корню 
изученного поддерева, предшествующего T(J). 
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Следующая далее группа вложенных циклов обеспечивает проверку выполнения 
условия оптимальности для всех дуг, стягивающих в изучаемом дереве T(J) вершины I1 
и I2, принадлежащие разным максимальным по включению изученным поддеревьям, т.е. 
из просмотра исключаются дуги, стягивающие вершины каждого изученного поддерева. 
Внутренний блок операторов Uincr вычисляет невязки RArcl RArc2 дуг инцидентных 
вершинам I1 и I2 и модифицирует значения глобальных переменных Tail и Head, 
определяющих начало и конец дефектной дуги с наибольшей невязкой, а также переменной 
Cincr, определяющей величину этой невязки. 

Если при изучении поддерева встречались дефектные дуги, то метод завершается, 
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возвращая значение True. В противном случае метод переходит к изучению следующего 
неизученного поддерева. Если изученным оказалось все базисное дерево, то метод 
завершается, возвращая значение False. 

4.4. Ведущее преобразование 
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(b) 

(а) 
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являются изученными, а неизученным является только само базисное дерево. Поэтому 
переменная J устанавливается равной V2, т.е. последнему собственному поддереву текущего 
базисного дерева. 
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Заключение 
Рассмотрение процедуры ведущего преобразования и упорядоченного изучения базисного 
дерева в схеме симплекс-алгоритма для задач транспортного типа существенно сокращают 
число проверок условия оптимальности. Приведенный в работе исходный текст абстрактного 
класса transport и классов Transshipment и Transportation, предназначенных для 
решения и постоптимизационного анализа транспортных задач соответственно в сетевой 
и матричной постановках, дает эффективную технику программной реализации потоковых 
алгоритмов. 
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