
Научно-методический раздел 

УДК 681.327.11 

ЗD-МОДЕЛИ ЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С ТРЕМЯ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМИ НАПРАВЛЯЮЩИМИ 
А.Л. Хейфец, А.Н. Логиновский 

3D-MODELS OF RULED SURFACES 
WITH THREE RECTILINEAR GUIDES 
A.L. Kheyfets, A.N. Loginovsky 

Приведены алгоритмы построения ЗD-моделей эллиптического гиперболоида и 
гиперболического параболоида в среде пакета AutoCAD. Рассмотрено решение ряда 
задач на частные случаи пересечения. 
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Эллиптический (однополостный) гиперболо­
ид и гиперболический параболоид (косая плос­
кость) приводятся в аналитической и начертатель­
ной геометрии в качестве канонических примеров 
моделирования. Особый интерес вызывает моде­
лирование кинематического представления этих 
поверхностей как результата движения образую­
щей прямой линии по трем прямолинейным на­
правляющим. 

Цель работы - на примере построения 3D-
моделей названных поверхностей показать новые 
возможности компьютерного геометрического мо­
делирования в пакете AutoCAD, как наиболее адап­
тированном для теоретического анализа [1,2]. 

Универсальный алгоритм вращающейся 
плоскости. В работе [2] показано построение мо­
делей рассматриваемых поверхностей на основе 
алгоритма, который является реализацией извест­
ной задачи о нахождении прямой/ пересекающей 
скрещивающиеся прямые а, b и проходящей через 
точку Р (рис. 1). Нужно задать вспомогательную 
плоскость а, проходящую через прямую а и точку 
Р, найти точку Точки Р и 1 определяют 
искомую прямую f которая в точке 2 пересекает 
прямую а. 

При перемещении точки Р вдоль прямой с, 
либо при вращении плоскости а вокруг а будет 
получено все множество прямых f пересекающих 
три заданные прямые а, b, с, то есть каркас по­
верхности. Если прямые а, b, с принадлежат семей­

ству направляющих, рассмотренная задача позволя­
ет найти образующие линии каркаса, и наоборот. 

Наглядность построения обеспечивается вве­
дением ограничивающих плоскостей или поверх­
ностей. На рис. 1 показан отрезок 3-4 прямой f, 
отсеченный плоскостями 

Рис. 1. Построение прямой, пересекающей 
три скрещивающиеся прямые 

Однако построение модели на основе алго­
ритма вращающейся плоскости приводит к суще­
ственной неравномерности каркаса [2], снижаю­
щей точность получаемых поверхностей. Возни­
кают сложности, связанные с появлением удален­
ных точек, когда плоскость приближается к по­
ложению плоскостей параллелизма прямых. 

Эллиптический гиперболоид. Рассмотрим 
алгоритм, лишенный указанных недостатков и 
учитывающий особенности формы эллиптическо-
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Рис. 4. Построение гиперболоида с эллиптическим каркасом 
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Рис. 5. Построение гиперболического параболоида с линейчатым каркасом 
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Рис. 6. Построение прямых, пересекающих четыре скрещивающиеся прямые 

На рис. 6, б приведено решение, в котором в 
качестве направляющих выбраны прямые dl...d3. 
Построена парабола р как сечение параболоида, 
определяемого направляющими dl...d3, фронталь­
но-проецирующей секущей плоскостью S. Парабо­
ла р найдена «выходом в пространство» как кони­
ческое сечение по трем точкам пересечения плос­
кости 8 с dl...d3 и касательным, построенным в 
двух из трех точек пересечения (подобно эллипсу 
на рис. 3). Строить поверхность параболоида нет 
необходимости, параболоид на рис. 6, б приведен 
лишь для наглядности. Далее, в точках А, В пере­
сечения параболы р с прямой d4 построены обра­
зующие параболоида f1, f2. Эти прямые являются 
ответом задачи. Прямая f1 пересекает прямые 
dl...d4 в точках 1, А, 2, 3. Прямая f2 пересекает 
прямые d1...d4 в точках 1`, В, 2`, 3'. 

Задача имеет четыре варианта решения. При­
веденный пример дает решение с параболоидом. 
Другие сочетания - с гиперболоидами. Взаимные 
пересечения поверхностей, задаваемых тройками 
направляющих прямых, происходят по четырем 
прямым, из которых две - это общие направляю­
щие поверхностей, а две другие - найденные пря­
мые f1, f2. Например, пересечение параболоида, 
задаваемого прямыми d1, d2, d3 с гиперболоидом, 
заданным прямыми dl, d3, d4, происходит по пря­
мым dl, d3 и f1, f2 или по пространственному че­
тырехугольнику 7-7-5-5 (рис. 6, в). Рассмотрен­
ный пример отражает «редкий» случай распадения 
линии пересечения на четыре прямые [3,4]. 

Для оценки точности создаваемых ЗD-моделей 
через одну из направляющих и центр гиперболои­
да строили его сечение (section). Теоретически 
сечение представляет собой прямоугольник, одной 
из сторон которого является выбранная направ­
ляющая. Погрешность модели приводит к тому, 
что линия сечения является сплайном, вершины 
которого отклоняются от прямолинейности. Опре­

деляли среднее отклонение по десяти точкам 
сплайна. Как видно из рис. 7, для получения точ­
ной модели необходим каркас, содержащий 7...9 
эллиптических сечений. 

Рис. 7. Влияние плотности каркаса 
на погрешность модели гиперболоида 

Рассмотренные алгоритмы и модели являются 
весьма трудоемкими. Требуется многократное по­
вторение однотипных операций. Поэтому, хотя все 
и модели были тестированы в ручном варианте, 
разработаны программы их построения на языке 
AutoLisp [2]. 

Выводы 
1. Полученные модели являются достаточно 

точными, позволяют по-новому, проще и нагляд­
нее, чем методы начертательной геометрии, ре­
шать сложные задачи геометрического моделиро­
вания. 

2. Решена задача о распадении линии пересе­
чения гиперболоидов и параболоидов на четыре 
прямые. 

3. Разработаны программы на языке AutoLisp 
для построения рассмотренных моделей. 
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4. Модели представляют интерес с позиций 
освоения алгоритмов ЗD-компьютерного модели­
рования. 
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