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СООТНОШЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ  

В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ДИССИПАТИВНЫХ СИСТЕМАХ 

 

А.Н. Потапов 

 
Показано, что в отличие от упругих колебаний собственные 

формы упругопластической системы подразделяются на два вида: 

колебательные и апериодические (монотонные). Приведены со-

отношения обобщенной ортогональности собственных форм уп-

ругопластической диссипативной системы. Результаты иллюст-

рируются на примере упругопластических колебаний  трехэтаж-

ного каркаса. 
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Вводная часть. Формы собственных колебаний определяются дефор-

мированным состоянием системы, вызванным действием инерционных и 

диссипативных сил. В линейно-деформируемой системе формы остаются 

неизменными в процессе колебаний, то есть их конфигурация не зависит 

от времени. Это означает, что отношение двух любых ординат k-й собст-

венной формы есть постоянная величина: pjk / pik = const (рис. 1а). 

При колебаниях конструкции за пределом упругости в наиболее опас-

ных сечениях (элементах) возникают пластические деформации. Появле-

ние текучести влечет за собой изменение несущей способности системы и 

снижение ее упругого потенциала. Вследствие изменения жесткостных 

свойств системы действие инерционных и диссипативных сил, приложен-

ных к массам сооружения, сопровождается перераспределением внутрен-

них усилий. Это приводит к изменению конфигурации собственных форм. 

Поэтому отношение ординат pjk и pik произвольной k-й собственной формы 

упругопластической системы, взятое в различные моменты времени, уже 

не будет постоянной величиной: pjk / pik  const (рис. 1б).  
 

 

 

Рис. 1. k-я собственная форма в процессе колебаний: 

а – упругой системы; б – упругопластической системы 
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Обозначим через Pk (k = 1, ... , n) формы собственных колебаний дис-

кретной системы. Эти формы обладают замечательными свойствами, из-

вестными как условия ортогональности. Для упругой консервативной сис-

темы эти условия записываются в виде скалярных соотношений [1]: 

 Pl
T
MPk = 0, Pl

T
KPk = 0 (k, l = 1, ... , n; k  l), (1) 

где M = diag (m1, …, mn), K = K
T
 – матрицы масс и жесткости системы. 

Соотношения (1) показывают, что формы колебаний ортогональны как 

по отношению к матрице масс, так по отношению к матрице жесткости. 

При колебаниях дискретных диссипативных систем (ДДС) матрицу 

демпфирования C обычно выбирают так, чтобы уравнения движения мож-

но было привести к нормальным координатам. Тогда матрица C соответст-

вует модели пропорционального демпфирования, а условия ортогонально-

сти принимают такой же вид, как и для консервативной системы, с той 

лишь разницей, что к равенствам (1) добавляется еще одно условие: 

 Pl
T
CPk = 0 (k  l), (2) 

в котором формы колебаний ортогональны по отношению к матрице C. 

Наличие условий (1), (2) является следствием разделения всех трех сил 

в уравнении движения: инерции, упругости и демпфирования. 

В реальных условиях колебаний трение в строительных конструкциях 

не подчиняется модели пропорционального демпфирования, поэтому 

уравнения движения в общем случае не приводятся к нормальным коорди-

натам и соотношения ортогональности имеют более сложный вид [2, 3].  

В [4] выведены матричные соотношения обобщенной ортогональности 

собственных форм упругих колебаний ДДС с произвольной симметриче-

ской матрицей демпфирования C. В основу разработанной теории положен 

математический аппарат, связанный с анализом характеристического мат-

ричного квадратного уравнения, представляющего собой уравнение дви-

жения форм собственных колебаний. Данное уравнение и его аналог, по-

лученный путем разложения в базисе из собственных векторов, имеют вид: 

 MS
2
 + CS + K = 0, MP

2
 + CP + KP = 0, (3) 

где S = PP
–1

 – матрица внутренних динамических характеристик систе-

мы; P = [P1, … , Pn] – матрица собственных векторов (форм колебаний);  

 = diag (1, ... , n) – диагональная матрица спектральных характеристик.  

Вектор Pk определяет k-ю собственную форму демпфированных коле-

баний; ему соответствует характеристическое число k. При малой дисси-

пации и упругих колебаниях это число – комплексное: k = –k + ik, где  

k – коэффициент демпфирования, k – частота собственных колебаний. 

Решение уравнения (3) записывается в виде корневой пары: 

 S1,2 = M
–1

(–C + V  U)/2,  (4) 
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где матрицы V и U обладают свойствами V = –V
Т
, U = U

Т
 = (PP

T
)
–1

. 

Обобщенная ортогональность собственных форм упругой ДДС. 
Уравнение (3) в базисе собственных векторов матрицы S сводится к систе-

ме двух эквивалентных матричных уравнений:  

 P
T
MP + P

T
MP + P

T
CP = E, P

T
MP – P

T
KP = . (5) 

Первое уравнение в (5) суть соотношение обобщенной ортогональности 

матрицы P, второе – диагональная форма уравнения движения (3). 

Переходя в первом уравнении (5) к системе n
2
 скалярных уравнений, 

получим соответственно n(n–1) условий ортогональности собственных 

форм Pk, Pl (при k  l) и n условий их нормирования (при k = l): 

 Pl
T
[M(l + k) + C]Pk = 0, (6) 

 Pk
 T
[2Mk + C]Pk = 1 (k, l = 1, ... , n). (7) 

Аналогично из условия диагонализации второго уравнения в (5) получим  

при n(n–1): Pl
T
[Mlk – K]Pk = 0; (8) 

при k = l: Pk
 T
[Mk

2
 – K]Pk = k (k, l = 1, ... , n). (9) 

В частном случае консервативной системы (C = 0, l = k = 0) формулы 

(6), (8), ввиду (l + k) = i(k + l)  0, приводят к соотношениям (1).  

Ниже показаны условия, при которых соотношения ортогональности 

(6), (8) становятся применимыми  к упругопластической системе. 

Теоремы состояний в упругопластических системах. В [4] предло-

жены математические модели, реализующие  диаграмму деформирования 

идеально-упругопластического материала Прандтля и позволяющие в рам-

ках теории пластического течения использовать вычислительную схему 

промежуточных состояний. В соответствии с этой схемой весь процесс ре-

акции разбит на ряд интервалов (ti, ti+1), внутри которых динамические па-

раметры (в частности элементы матрицы жесткости K(ti)) расчетной модели 

неизменны, а на границах (в моменты возникновения или закрытия пласти-

ческих шарниров) происходит их скачкообразное изменение. Такой подход 

позволил на квазиупругих интервалах (между временными критическими 

точками) использовать теорию упругих систем. 

Снижение жесткостных параметров расчетной модели при текучести 

удобно отслеживать с помощью определителя матрицы жесткости. В каче-

стве критерия невырожденного и вырожденного состояний упругопласти-

ческой системы на квазиупругом интервале t  [ti, ti+1] приняты, соответст-

венно, условия det K(ti) > 0 и det K(ti) = 0, позволяющие сформулировать 

теоремы состояний. Теоремы дают качественную оценку состояния систе-

мы в зависимости от свойств ее внешних и внутренних динамических па-

раметров. К внешним динамическим параметрам относятся жесткостные 

характеристики расчетной модели (в строгом смысле к ним также относят-
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ся параметры инерции и демпфирования). К внутренним динамическим 

параметрам – ее спектральные характеристики: собственные частоты k, 

коэффициенты демпфирования k и собственные формы Pk, являющиеся 

собственными значениями матриц корневой пары (4): Sm (m = 1, 2). 

Теорема 1 (об условии невырожденного состояния квазиупругой систе-

мы). Матрица жесткости K(ti) квазиупругой системы невырожденна то-
гда и только тогда, когда невырожденны обе матрицы S1, S2 в корневой 
паре (4): 

 det K(ti) > 0  det Sm  0 (m = 1, 2).  (10) 

Факт невырожденности обеих матриц Sm выражают графики частотных 

спектров упругопластической системы на всем интервале ее реагирования 

(рис. 2а), а также при t  [ti, tj] (рис. 2б, в). Согласно (10) количество пла-

стических шарниров в системе еще не достигло такого числа, при котором 

образуется пластический механизм. Поэтому поведение системы характе-

ризуется чисто количественными изменениями динамических параметров. 

Теорема 2 (об условии вырожденного состояния квазиупругой систе-

мы). При полной диссипации матрица жесткости K(ti) квазиупругой сис-

темы вырожденна тогда и только тогда, когда одна из матриц S1, S2  

в корневой паре (4) вырожденна, а другая  нет: 

 det K(ti) = 0  det Sm = 0, det Sr  0 (m, r = 1, 2; m  r).  (11) 

В вырожденном состоянии образуется пластический механизм. Систе-

ма становится кинематически изменяемой, а часть ее частотного спектра – 

нулевой: интервалы t  [ti, tj] (рис. 2 б), t  [ti, tq], t  [tq+1, tj] (рис. 2в).  

С ростом текучести возможно образование избыточного пластического 

механизма и полное исчерпание упругого потенциала ДДС. Матрица жест-

кости и весь частотный спектр упругопластической системы становятся 

равными нулю. Это соответствует достижению предельно вырожденного 

состояния (ПВС) системы (см. частотные кривые на временном отрезке  

t  [tq, tq+1]  [ti, tj], рис. 2в). 

Рис. 2. Частотные спектры упругопластической системы при: 
а – невырожденном состоянии на всем интервале реагирования системы 

(пунктирные прямые – при упругой реакции системы); 

б – вырожденном состоянии (пластический механизм на интервале t  [ti, tj]); 

в – ПВС на интервале t  [tq, tq+1]  [ti, tj] 
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Теорема 3 (об условии ПВС квазиупругой системы). Пусть матрица 

демпфирования положительно определена. Матрица жесткости квазиуп-

ругой системы принимает нулевое значение тогда и только тогда, когда 

один из матричных корней в (4) нулевой, а другой  невырожден: 

 K(tq) = 0  Sm = 0, Sr = –M
–1

C (m, r = 1, 2; m  r). (12) 

Согласно теоремам 2 и 3 в вырожденном состоянии квазиупругой сис-

темы спектр матрицы Sm содержит хотя бы одно нулевое характеристиче-

ское число, например j
(m)

 = 0 (т.е. j
(m)

 = j
(m)

 = 0). Тогда соответствующее 

ему число j
(r)

 из спектра матрицы Sr может быть только вещественным 

(т.е. j
(r)

 = –j
(r)

). Это означает, что с образованием пластического механизма 

часть собственных форм (хотя бы одна собственная форма), соответствую-

щая нулевым частотам k(t) = 0 (частотные кривые при t  [ti, tj], рис. 2б), не 

является колебательной (закон движения: k(t) = Ak + Bk
k t

e

). При ПВС 

ввиду нулевого спектра: j
(m)

 = 0 (j = 1, ... , n) для всех собственных форм 

упругопластической системы на интервале t  [tq, tq+1] характерно аперио-

дическое движение (рис. 2в). 

Следовательно, в вырожденном состоянии упругопластической ДДС 

можно выделить два равноправных и качественно отличающихся друг от 

друга вида собственных форм. Это формы с колебательным движением, 

соответствующие ненулевым значениям частот, и формы с апериодиче-

ским движением, соответствующие нулевой части частотного спектра. 

Во всех случаях характер движения  затухающий.  

Обобщенная ортогональность собственных форм упругопластиче-

ской ДДС. Условия теоремы 1. При невырожденном состоянии в частот-

ном спектре упругопластической системы отсутствуют нулевые значения 

(рис. 2а). Поэтому все собственные формы – колебательные и 2n(n–1) со-

отношений ортогональности имеют вид, аналогичный (6), (8). 

Условия теоремы 2. По условию вырожденного состояния частотный 

спектр упругопластической системы содержит нулевые значения (рис. 2б), 

поэтому матрица P собственных форм заключает в себе векторы как коле-

бательных, так и монотонных собственных форм. Отсюда имеем условия 

ортогональности трех видов. Первый вариант: обе собственные формы Pk, 

Pl (k  l) в соотношении ортогональности являются колебательными; вто-

рой: обе собственные формы – монотонные. Наконец, третий вариант – 

смешанный, когда одна форма колебательная, другая – монотонная. 

В случае первого варианта соотношения ортогональности идентичны 

выражениям (6), (8). При втором варианте векторам монотонных собствен-

ных форм Pk, Pl (k  l) будут соответствовать нулевые частоты k = l = 0. 

Поэтому соотношения ортогональности примут вид: 

 Pl
T
[–M(l + k) + C]Pk = 0, Pl

T
[Mlk – K(ti)]Pk = 0. (13) 
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Для третьего варианта, полагая k-ю собственную форму (вектор Pk) мо-

нотонной, а l-ю (вектор Pl) колебательной, будем иметь: k = 0, l  0. То-

гда соотношения ортогональности смешанных форм запишутся так (k  l): 

 Pl
T
[M(l – k) + C]Pk = 0, 

 Pl
T
[Mlk + K(ti)]Pk = 0. (14) 

Условия теоремы 3. В ПВС весь частотный спектр упругопластической 

системы – нулевой на интервале t  [tq, tq+1] (рис. 2в). Поэтому имеем  

2n(n–1) соотношений ортогональности собственных форм движения моно-

тонного типа. Учитывая, что в (13) lk  0, получим (k  l): 

 Pl
T
MPk = 0, Pl

T
CPk = 0. (15) 

Эти формулы совпали с соотношениями ортогональности (1), (2) для 

упругой ДДС, в которой матрица C удовлетворяет условиям разделимости. 

При этом условие Pl
T
K(ti)Pk = 0 выполняется тождественно, ввиду K(ti) = 0. 

В отношении собственных форм Pk, Pl, входящих в выражения (13)–

(15), необходимо сделать замечания. В отличие от упругих колебаний, где 

обе матрицы S1, S2 в (4) невырождены и имеют простой спектр, при упру-

гопластических колебаниях диссипативной конструкции структура мат-

ричных корней усложняется. Согласно условиям (11), (12), только один 

корень Sr – всегда невырожден, второй – Sm либо вырожден, либо нулевой.  

Для вырожденной матрицы Sm базис из собственных векторов может не 

существовать [3], что обусловлено наличием кратных (нулевых) собствен-

ных значений. Поэтому приведенные выше соотношения ортогональности 

(13)–(15) необходимо строить в базисе из собственных векторов (форм) Pk, 

Pl (k  l) невырожденной матрицы Sr = PP
–1

 в (11) и (12). Проиллюстриру-

ем это на примере. 

Пример. Рассмотрим упругопластические колебания 3-этажного здания 

под действием импульсов: P(t) = P0 sint, где  = /ta, ta = 0,8 с – продолжи-

тельность импульсов, P0 = [8, 5, 5]
T
 (кН) – вектор амплитуд (рис. 3). Коэф-

фициенты жесткости колонн kj равны: k1 = k2 = 2,4 кН/см, k3 = 3 кН/см. Бо-

лее подробная информация по этой задаче приведена в [4]. 

Матрицы масс, жесткости и демпфирования 

составили:  

M = diag (0.1, 0.2, 0.2) (кНс
2
/см), 

K = 




















8.108.40

8.46.98.4

08.48.4

(кН/см), 

C = 




















678.4142.20

142.24106.4205.2

0205.2205.2

10
2

 (кНс/см). 
Рис. 3. РДМ  

3-этажного каркаса 
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На интервале t  [0, 0,424] с рама совершает упругие колебания. В этом 

состоянии матрицы внутренних динамических характеристик имеют вид: 

S1,2 = 

0.110266 6.319492 0.110165 3.971045 0.000093 0.567763

0.055183 1.985523 0.110266 6.035622 0.054483 1.914593

0.000047 0.283882 0.052630 1.914593 0.116955 7.082126

i i i

i i i

i ii

 
 
 
 
  

 

 

  

 (с
–1

). 

Спектральные характеристики матрицы S1 (матрица собственных форм 

P и диагональная форма ) принимают значения: 

P = 

0.572633 0.572716 0.342044 0.342623 0.284308 0.283444

0.485181 0.485234 0.027902 0.028873 0.252555 0.252344

0.249624 0.249426 0.337819 0.337444 0.164600 0.165666

i i i

i i i

i ii

 
 
 
 
  

  

    

   

, 

 = diag (–0.016712+i2.707579, –0.114922+i7.208907, –0.205852+i9.520754) (с
–1

). 

Значения P и  удовлетворяют соотношениям (5) при их подстановке  

в левую часть этих уравнений. 

При t1 = 0,424 с начинается текучесть в концевых сечениях колонн 

верхнего этажа. Матрица жесткости становится вырожденной: 

K(t1) = 


















8.108.40

8.48.40

000

 (кН/см). 

Согласно условию (11), матрицы внутренних динамических характери-

стик обладают свойством: det S1 = 0, det S2  0, поэтому одна из собствен-

ных частот матрицы S1 равна нулю. Для невырожденной матрицы S2 зна-

чения матрицы форм P и диагональной матрицы спектра  составили: 

P = 

6.733832 0.034777 0.038104 0.004982 0.005192

0.012284 0.540215 0.541914 0.191738 0.186680

0.005455 0.301343 0.298127 0.340080 0.342882

i i i

i i i

i ii

 
 
 
 
  

  

   

  

, 

  = diag (–0,220934, –0.066242 – i3.267352, –0.16078 – i8.201663) (с
–1

). 

Вектор P1 определяет монотонную, векторы P2, P3 – колебательные формы.  

Проводя вычисления левой части соотношений в (5), имеем: 

P
T
MP + P

T
MP + P

T
CP = 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
  

, 

P
T
MP – P

T
KP = 
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= 

0.220934 0 0

0 0.066242 3.267352 0

0 0 0.16078 8.201663

i

i

 
 

  
   

. 

Диагональные элементы полученных матриц совпадают с соответст-

вующими элементами матриц E и . Для внедиагональных элементов реа-

лизуются условия обобщенной ортогональности. Причем ортогональность 

монотонной формы P1 и колебательной P2 (и P3) выполняется в соответст-

вии с (14). Ортогональность колебательных форм P2 и P3 реализуется по 

формулам (6) и (8). 

При t3 = 0,5260 с имеет место текучесть в несущих конструкциях всех 

этажей каркаса. Матрица жесткости равна: K(t3) = 0 и уравнения (5) при-

нимают упрощенный вид: P
T
MP = 

–1
, P

T
CP = –E. По условию ПВС (12) 

имеем: S1 = 0, S2 = –M
–1

C и тогда все собственные формы матрицы S2 яв-

ляются монотонными, а характеристики спектра – вещественными: 

P = i

10.24991 3.743058 2.819849

8.698355 0.154101 2.447962

4.646285 3.840181 1.472498

 
 
 
 
  

 

 

  

, =
0.033382 0 0

0 0.229611 0

0 0 0.411979

 
 
 
 
  







(с
–1

). 

Условия обобщенной ортогональности собственных векторов в ПВС 

подчиняются соотношениям (15): Pl
T
MPk = 0, Pl

T
CPk = 0 (k, l = 1, 2, 3; k  l). 

Таким образом, данный пример подтверждает справедливость полу-

ченных формул (13)–(15) и позволяет использовать эти соотношения в за-

дачах упругопластических колебаний конструкций. 

Выводы. На основе теорем состояний показано, что собственные фор-

мы диссипативной системы при упругих и упругопластических колебаниях 

качественно отличаются друг от друга. Из приведенного анализа следует, 

что традиционные (классические) соотношения ортогональности собст-

венных форм есть частный случай более общих соотношений, проявляю-

щихся в динамической системе независимо от характера колебаний конст-

рукции (как при наличии, так и отсутствии пластических деформаций), ус-

ловий демпфирования и вида внешнего воздействия.  
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УДК 699.86 + 692.23 

КРАЕВЫЕ ЗОНЫ ПРИ УСТРОЙСТВЕ  

СВЕТОПРОЗРАЧНЫХ ФАСАДОВ 

 

М.М. Рыбаков 

 
В данной статье рассмотрены основные краевые зоны при 

устройстве светопрозрачных фасадов. Оценены степени их влия-

ния на теплозащитные свойства гражданских зданий. Приведены 

величины дополнительных потерь теплоты через краевые зоны. 

Обоснована необходимость учета данных краевых зон при про-

ведении теплотехнического расчета. 

Ключевые слова: светопрозрачные конструкции; светопро-

зрачные фасады; энергоэффективность; краевые зоны; сопротив-

ление теплопередаче. 

 
В настоящее время все большую популярность приобретают светопро-

зрачные фасады. Их используют как для локальной облицовки участков 

фасада, так и для облицовки всего здания. Но такие решения, выглядящие 

эффектно с точки зрения архитектуры, могут привести к плохим показате-

лям по энергоэффективности и значительно снизить сопротивление тепло-

передачи ограждающей оболочки здания. Особенно, это касается краевых 

зон, которые зачастую не учитываются при проведении теплотехнического 

расчета.  

Для исследования был выбран стоечно-ригельный светопрозрачный 

фасад с однокамерным стеклопакетом из стекла без покрытий с заполне-

нием воздухом, с расстоянием между стеклами 16мм. Согласно [1] услов-

ное сопротивление теплопередачи такого стеклопакета R0
усл
=0,35(м

2.о
С)/Вт. 

С учетом особенностей конструкции и теплотехнического расчета све-

топрозрачных фасадов были определены следующие основные краевые 

зоны: 

1. Вертикальная несущая стойка фасада (горизонтальный ригель). 
2. Сопряжение вертикальной стойки и горизонтального ригеля. 

3. Сопряжение фасада на внешнем углу здания. 

4. Сопряжение фасада на внутреннем углу здания;. 


