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Проведен сравнительный анализ инвариантности относи-

тельно преобразования Галилея математической модели «заморо-

женной» газовзвеси и модели двухскоростной гетерогенной 

среды. Показано, что в случае «замороженной» газовзвеси неинва-

риантность уравнений этой модели проявляется в росте энтропии, 

что ведет к нарушению второго закона термодинамики. В случае 

двухскоростной среды неинвариантность проявляется достаточно 

слабо и практически не влияет на результаты расчетов. 
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многокомпонентная смесь. 
 

Широкое использование взрывных процессов в современной технике 

тесно связано с решением вопросов обеспечения защиты инженерных со-

оружений и технологического оборудования от действия ударных волн 

(УВ). В связи с этим возникает необходимость изучения локализации меха-

нических эффектов взрыва и ослабления УВ посредством математического 

моделирования данных физических процессов.  

При анализе математических моделей важно, чтобы условия проведения 

расчетов и экспериментов совпадали, а математическая модель была инва-

риантна относительно преобразований Галилея.  

В работах [1, 2] проведен анализ математической модели «заморожен-

ной» газовзвеси [3], которая активно используется при анализе затухания 

УВ в гетерогенных средах. В работе [4] предложена модификация изложен-

ной в [3] математической модели «замороженной» газовзвеси, которая яв-

ляется инвариантной к преобразованиям Галилея. 

Рассмотрим плоское одномерное движение УВ со спадающим профилем 

давления через слой взвеси твердых частиц, расположенной перед жесткой 

стенкой. 

Математическое описание процесса распространения УВ в газовзвесях 

осуществляется в рамках обычных в механике многофазных сред предполо-

жений [5]. Система дифференциальных уравнений [6], без учета химиче-

ских реакций, описывающая плоское одномерное нестационарное движение 

двухскоростной смеси идеального калорически совершенного газа и моно-

дисперсных несжимаемых частиц, имеет вид: 
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+
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= 0, (1) 
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 𝜕𝜌1𝑣1

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌1𝑣1
2

𝜕𝑥
= −𝛼1

𝜕𝑝

𝜕𝑥
− 𝑓  , (2) 

𝜕𝜌2𝑣2

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌2𝑣2
2

𝜕𝑥
= −𝛼2

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓, (3) 

𝜕𝜌2𝑒2

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌2𝑒2𝑣2

𝜕𝑥
= 𝑞, (4) 

𝜕(𝜌1𝐸1 + 𝜌2𝐸2)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
[𝜌1𝑣1𝐸1 + 𝜌2𝑣2𝐸2 + (𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2)𝑝] = 0. (5) 

𝑝 = 𝑝1(𝜌1
° , 𝑇1) = 𝑝2(𝜌2

° , 𝑇2),     𝑒1 = 𝑒1(𝜌1
° , 𝑇1),     𝑒2 = 𝑒2(𝜌2

° , 𝑇2) , 

𝜌1 = 𝜌1
° 𝛼1, 𝜌2 = 𝜌2

° 𝛼2 ,   𝛼1 + 𝛼2 = 1,     𝐸𝑖 = 𝑒𝑖 +
𝑣𝑖

2

2
(𝑖 =  1,  2). 

Здесь индексы 1, 2 относятся соответственно к газу и частицам; ρ
𝑖
°, 𝛼𝑖  

(𝑖 = 1, 2) – истинные плотности и объемные содержания фаз; 𝜌𝑖 , 𝑣𝑖 , 𝑇𝑖 , 𝑒𝑖 , 𝐸𝑖 – 

парциальная плотность, скорость, температура, внутренняя и полная энер-

гия i-ой фазы; 𝑝 – давление. Данная модель является инвариантной к преоб-

разованиям Галилея [7]. 

В работе [8] представлена модель плоского одномерного движения мо-

нодисперсной аэровзвеси, для которой уравнение движение записано в сле-

дующем виде: 

𝜕𝜌2𝑣2

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌2𝑣2
2

𝜕𝑥
= −

3

2
𝛼2

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓. (6) 

Исследование этой модели на инвариантность показало, что при пере-

ходе в новую систему координат в уравнении энергии  появляется дополни-

тельное слагаемое.  

Численное исследование рассматриваемых моделей проводилось мето-

дом крупных частиц [9]. 

Начальные данные задачи формулируются следующим образом: при t=0 

смесь воздух-железо находится в области 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 в нормальных усло-

виях P0=0,1 Мпа, ρ0=1,21 кг/м3, ρg=7800 кг/м3, ug=0, T=300oK. 

Граница x=x1 является контактной границей между чистым газом и сме-

сью с >0. В момент t=0 на эту контактную границу вышла УВ, на фронте 

которой давление Р+=2 МПа. Все остальные величины на фронте находятся 

из условий Гюгонио ρ+=5,631 кг/м3, e+=0,88794 МДж/кг, u+=1,110333 км/с, 

E+=0,70516 МДж/кг. Таким образом, на поверхности x=x1 образовался про-

извольный разрыв (слева – газ, справа – смесь). При t > 0 он распадается 

с образованием УВ, прошедшей в смесь и отражённой ударной волны. 

В области 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2 в момент t = 0 задана волна разрежения с линей-

ным профилем скорости: 
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𝑢 = 𝑢+ (
𝑥

𝑥1
).  

Остальные величины определяются уравнениями: 

𝐶 = 𝐶+ −
𝛾 − 1

2
𝑢+ (1 −

𝑥

𝑥1
),  

𝜌 = 𝜌+ (
𝐶

𝐶+
)

2
𝛾−1

, 𝑒 = 𝑒+ (
𝐶

𝐶+
)

2

, 𝑃 = (𝛾 − 1)𝜌𝑒.  

При t0 на правой границе x=x2 задано условие непротекания для газа и 

условие свободного протекания для частиц, на левой границе при x=0 усло-

вие свободного протекания для газа и для частиц. 

Воздействие УВ на преграду можно охарактеризовать максимальным 

давлением отражения на преграде и импульсом избыточного давления на 

стенке преграды: 

𝐼 = ∫(𝑝 − 𝑝0)𝑑𝜏

𝑡

0

. 

В таблице приведены результаты расчетов исследуемых моделей для 

двух значений объемной доли частиц. Видно, что результаты практически 

совпадают. Таким образом, неинвариантность к преобразованиям Галилея 

второй модели практически не влияет на параметры течения, в отличие от 

модели «замороженной» газовзвеси [4]. 

Таблица 1 

Результаты расчетов исследуемых моделей  

для двух значений объемной доли частиц 

𝛼2 Dмкм 
𝑃max ∙ 105Па 𝐼max Па·с 

Модель 1 Модель 2 Модель 1 Модель 2 

0,001 

100 8,023 8,024 1360,28 1360,42 

300 17,361 17,362 2631,45 2631,55 

600 22,569 22,569 3290,36 3290,30 

0,01 

100 1,088 1,088 29,493 29,526 

300 2,814 2,815 606,369 606,569 

600 4,952 4,953 949,005 949,155 
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К ВОПРОСУ ИССЛЕДОВАНИЯ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ  

УСТОЙЧИВОСТИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

А.А. Брагина 

 
Исследована асимптотическая устойчивость движения мани-

пуляционного робота в точку программной траектории. 

Ключевые слова: нелинейная динамическая модель, синтез 

управлений, функции Ляпунова. 

 

В работах [1, 2, 3] рассмотрены вопросы синтеза управлений движением 

манипуляционного робота (МР) в точку программной траектории методом 

функций Ляпунова. Математическая модель динамической системы полу-

чена для многозвенного МР с распределенными массами звеньев и электро-

приводами.  


