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К ВОПРОСУ ИССЛЕДОВАНИЯ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ  

УСТОЙЧИВОСТИ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

А.А. Брагина 

 
Исследована асимптотическая устойчивость движения мани-

пуляционного робота в точку программной траектории. 

Ключевые слова: нелинейная динамическая модель, синтез 

управлений, функции Ляпунова. 

 

В работах [1, 2, 3] рассмотрены вопросы синтеза управлений движением 

манипуляционного робота (МР) в точку программной траектории методом 

функций Ляпунова. Математическая модель динамической системы полу-

чена для многозвенного МР с распределенными массами звеньев и электро-

приводами.  
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Обобщенные координаты манипулятора  ,   ( ,   =1,…,n) опреде-

ляются углами поворота его звеньев, n – число степеней подвижности (под-

систем) МР. Обобщенными координатами электроприводов являются заряды  

a bq , q  ,  =1,…n , протекающие через поперечные сечения обмоток якоря 

и возбуждения соответствующих электродвигателей. Нелинейная динами-

ческая модель МР с построена в форме уравнений Лагранжа–Максвелла: 

 

   a a a ,b b

, a a ,b

M
L L M M I L n 2M I N

M
c C L M I I M

  
        




         






  



    


   

 

 (1) 

, ,    = 1,…,n. 

Здесь c  – тензор инерции манипулятора, aI   = aq  , bI   = bq  ,   – 

обобщенные скорости системы, aL  , M  – тензоры индуктивности 

и взаимной индуктивности, соответственно, обмоток якоря и возбужде-

ния электродвигателей приводов, aI   – циклическая скорость, ,C   –  

символ Кристоффеля первого рода метрического тензора c , тен- 

зор 
bL : bbL L 

  , 
  – символ Кронекера, n  – первые инте- 

гралы системы. Обобщенные силы даются равенствами 

 
p

a ab

W M
N R I U , M B L n I


        

 

 
 

 
      

 
, 

, ,   =1,…,n, R , B  – тензоры, определяющие диссипацию электро-

магнитной и механической энергий системы, соответственно, pW ( )  – по-

тенциальная энергия манипулятора, 
pW ( )










 – потенциальные силы, дей-

ствующие на степень подвижности с номером  . Нелинейные дифференци-

альные уравнения (1) описывают поведение фазового вектора 

 
T

1 2 nx x ,x ,...,x ,  
T

, a , ax , I I       системы с течением времени 

 0t t , . Возмущения a, , I       введены как разность между теку-

щими и программными  a ax , , I , I       значениями координат фазо-

вого вектора:  

a a a, , I I I                   , a aI I   . 
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Выбор управления в виде: 

 
a a

1
U R I (J I )
     


     (2) 

позволяет построить положительно-определенную функцию Ляпунова V

с постоянно-отрицательной производной в силу системы (1): 

 
a a

1 1
V B (J I )(J I ) 

           
 

       , (3) 

где ,   – положительные константы, что обеспечивает устойчивость поло-

жения равновесия системы.  

Исследуем наличие у рассматриваемой системы асимптотической устой-

чивости. Пусть   – множество точек, не содержащее начало координат 

1 2 nx x ... x 0       , где V =0. С учетом того, что при практической 

реализации алгоритма управления взаимная индуктивность обмоток якоря 

и возбуждения ничтожно мала, уравнения движения (1) и энергия возму-

щенного движения J  примут вид: 
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управление реализуется в виде: 

 
a a a b

M1
U R I ((L I ) I ), 
      



  
 


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
 (5) 

а множество   определится: 

 

a a b

M1
x : 0,(L ) I L )  
    



  
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, (6) 

, ,   =1,…,n. 

Убедимся, что на этом множестве нет целых траекторий системы (1). 

Действительно, если такая траектория лежит на множестве, то тожде-

ственно вдоль нее 0, const    . Второе уравнение системы на множе-

стве   имеет вид: 

 
p
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и справедливы равенства: 
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где G : G G ,  
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, ,   =1,…,n. 

В промышленных манипуляционных системах в окрестности точки про-

граммной траектории   – достаточно мало, и pW ( )










 представимо 

в виде: 
2
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. Тогда с учетом ста-

ционарности режима в точке программной траектории получим: 
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Очевидно, за счет выбора константы  , входящей в выражение H , 

всегда можно добиться того, что для данного программного значения   

сумма 
2

p
b

W ( )M
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 обеспечит отличие от нуля правой ча-

сти (9). Но тогда на множестве   ускорения всех степеней подвижности МР 

не равны нулю при нулевой скорости. Полученное противоречие исключает 

предположение о наличии на множестве   целых траекторий системы, и в 

силу теоремы Н.Н. Красовского рассматриваемая электромеханическая си-

стема устойчива асимптотически. 
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