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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ НА ОСНОВЕ  

УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА–ЛЯВА 
 

А.А. Замышляева, О.Н. Цыпленкова 
 

Работа посвящена исследованию разрешимости начально-ко-

нечной задачи, разрешимости задачи оптимального управления 

решениями начально-конечной задачи и задачи Шоуолтера–Сидо-

рова для линейной математической модели Буссинеска–Лява. 

Начально-конечные условия являются обобщением условий 

Шоуолтера–Сидорова, которые в свою очередь являются обобще-

нием условий Коши. Как известно, задача Коши для уравнений со-

болевского типа является принципиально неразрешимой при про-

извольных начальных значениях. В работе применяется метод фа-

зового пространства, разработанный Г.А. Свиридюком, теория от-

носительно полиномиально ограниченных пучков операторов, 

разработанная А.А. Замышляевой. 

Ключевые слова: уравнение соболевского типа, оптимальное 

управление, математическая модель продольных колебаний, 

начально-конечная задача, задача Шоуолтера–Сидорова.  
 

1. Введение 

Пусть   – ограниченная область из nR , n N  с границей   класса .C  

Математическая модель Буссинеска–Лява продольных колебаний 

в упругом стержне с учетом инерции описывается следующей начально-

краевой задачей:  

 ( ) = ( ) ( ) ( ),x x x f x           (1) 

 ( , ) =0, ( , ) ,x s t s t R
 

(2) 

 
0 1

( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).x s x s x s x s  
(3) 

Функция ( , )x s t  характеризует продольное смещение поперечных сече-

ний стрежня, параметры  ,  ,  , ,   – свойства материала, из кото-

рого изготовлен стержень, и связывают между собой плотность, модуль 

Юнга, коэффициент Пуассона и коэффициент упругости. В работах А.А. За-

мышляевой уравнение (1) рассматривалось в линейном случае, а в работах 

G. Chen – только в невырожденном [1]. 

В работе указанная математическая модель исследована не только 

с условиями Коши, но и с условиями Шоуолтера–Сидорова: 

 
0 1

( (0) ) =0, ( (0) ) =0,P x x P x x                           (4) 

где P  – некоторый спектральный проектор.  
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Условия Шоуолтера–Сидорова (4) задают проекции решений в началь-

ный момент времени. Они обобщают условия Коши и являются более есте-

ственными для уравнений соболевского типа. Обобщением условий Шоуол-

тера–Сидорова являются начально-конечные условия. В работе так же ис-

следуется задача оптимального управления решениями уравнения Бус-

синеска–Лява: 
 ( ) = ( ) ( )tt tx x x u          ,

 (5) 

с граничным условием: 

 
( , ) =0, ( , ) (0, )x s t s t 

, 
(6) 

и начально-конечными условиями: 

 0 0
1 0

1 0

( (0) ) = 0, ( (0) ) = 0;

( ( ) ) = 0, ( ( ) ) = 0.
in in

fin fin

P x x P x x

P x x P x x  

 

 
 (7) 

Задача оптимального управления заключается в отыскании пары ˆ ˆ( , ),x u  

минимизирующей некоторый функционал штрафа, где ( , )x s t  – функция, 

которая имеет различный физический смысл в зависимости от модели, 

а ( , )u s t  – внешнее воздействие. Например, для модели продольных 

колебаний, целью управления является минимизация амплитуды 

внутренних волн. 

Математическая модель (1), (2), (3) или (4) может быть сведена к задаче 

Коши или Шоуолтера–Сидорова для полного полулинейного уравнения 

соболевского типа второго порядка: 

 
1 0

= ( )Ax B x B x N x 
.
 (8) 

Исследование проведено на основе теории относительно полиномиально 

ограниченных пучков операторов и теории дифференцируемых банаховых 

многообразий [2]. 

Задачу (5)–(6) в подходящих гильбертовых пространствах X  и Y , U  

удается редуцировать к уравнению соболевского типа: 

 
1 0

=Ax B x B x Cu 
,
 (9) 

с условиями Шоуолтера–Сидорова или начально-конечными условиями, 

где операторы 
1 0

, , ( ; ),A B B L X Y  ( ; )C L U Y , функции :[0, ) ,u R U  

:[0, ) ( < ).y R Y     

Задача Коши для уравнения соболевского типа является принципиально 

неразрешимой при произвольных начальных значениях. Одним из подходов 

к ее решению является метод фазового пространства, разработанный 

Г.А. Свиридюком и Т.Г. Сукачевой.  
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2. Относительно полиномиально ограниченные пучки операторов 

Пусть X  и Y  – банаховы пространства, операторы 
1 0

, , ( ; )A B B L X Y . 

Обозначим через B  пучок операторов 1 0
,B B .  

Определение 1. Множества ( ) = \ ( )A AB C B   и
 

2 1
1 0( ) ={ :( ) ( ; )}A B C A B B L Y X         будем называть, соответст-

венно, A-спектром пучка и A-резольвентным множеством B .   

Оператор-функцию комплексной переменной 2 1
1 0

( ) = ( )AR B A B B      

с областью определения ( )A B  назовем A-резольвентой пучка B . 

Определение 2. [3] Пучок операторов B  называется полиномиально 

A-ограниченным, если: 

(| |> ) ( ( ) ( ; )).Aa R C a R B L Y X        

Введем в рассмотрение дополнительное условие: 

 
( ) ,AR B d O



   (A) 

где контур ={ :| |= > }C r a   . 

Лемма 1. [3] Пусть пучок B  полиномиально A-ограничен и выполнено 

( )A . Тогда операторы: 

1 1
= ( ) , = ( )

2 2
A AP R B Ad Q AR B d

i i 
 

   
    

– проекторы в пространствах X  и Y  соответственно.  

Положим 0 = ker ,X P  0 = ker ,Y Q  1 = im ,X P  1 = imY Q . Из преды-

дущей леммы следует, что 0 1 0 1= , = .X X X Y Y Y   Через 
kA  ( )k

l
B  

обозначим сужение оператора A  ( )
l

B  на , = 0,1;kX k  = 0,1.l  

Теорема 1. [3] Пусть пучок операторов B  полиномиально A-ограничен, 

и выполнено ( )A . Тогда: 

(i) ( ; ), =0,1k k kA L X Y k ; 

(ii) ( ; ), = 0,1, = 0,1k k k
l

B L X Y k l ; 

(iii) существует оператор 1 1 1 1( ) ( ; )A L Y X  ; 

(iv) существует оператор 0 1 0 0
0

( ) ( ; )B L Y X  .   

Построим операторы 0 1 0
0 0

= ( ) ( )H B A L X  0  и 0 1 0
1 0 1

= ( )H B B  ( ).L X 0  
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Определение 3. Определим семейство операторов 1 2{ , }q qK K  

следующим образом:  

1 2
1 0 1 1

= , = ,K H K H  …  
1 2 2 1 2

1 0 1 1
= , = ,q q qq q

K K H K K K H
 

  =1,2, .q  

Определение 4. Точка   называется (i) устранимой особой точкой A-

резольвенты пучка B , если 1
1

K O , 2
1

K O ; 

(ii) полюсом порядка p N  A-резольвенты пучка B , если 1
pK O , 

2
pK O , но 

1 2
1 1

,
p p

K O K O
 
  ; 

(iii) существенно особой точкой A-резольвенты пучка B , если 2
k

K O  

при любом k N .  

Определение 5. Если пучок операторов B  полиномиально A-ограни-

чен,   – полюс порядка {0}p N   A-резольвенты пучка B , то будем 

называть пучок операторов B  ( , )A p -ограниченным.  

Пусть пучок B  полиномиально A-ограничен и выполняется ( ).A
 За-

фиксируем контур ={ :| |= > }C r a   . Тогда семейство операторов: 

 

1

1
= ( ) , ,

2

1
= ( )( ) ,

2

tt A

tt A

N R B Ae d t R
i

M R B A B e d t R
i














 




 




 (10) 

определяют пропагаторы однородного уравнения (9). 

Введем условия:  

0 1
( ) = ( ) ( ),A A AB B B  

 
причем ( ) ,A

k
B   

0,1k   и существует контур 0
C  , ограничивающий 

область 0
C  , такую, что 0 0 0

( ) ( ),A AB B    

0 1
( )A B  , 

                  (B) 

 

0

( ) .AR B d O


                                                                                    
0( )A  

 

3. Оптимальное управление решениями начально-конечной задачи 

в модели Буссинеска–Лява  

Введем временно обозначение Cu y . 
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Определение 6. Вектор-функцию 2
2 2

( )={ (0, ; ): (0, ; )}x H X x L X x L X     

назовем сильным решением уравнения (9), если она п. в. на (0, )  обращает 

его в тождество. Сильное решение = ( )x x t  уравнения (9) назовем сильным 

решением задачи (7), (9), если оно удовлетворяет (7). 

Построим пространство 2 ( 2)
2 2

( ) ={ (0, ; ) : (0, ; )}p pH Y v L Y v L Y     

со скалярным произведением 
2

( ) ( )

0
=0

[ , ]= , .
p

q q

Yq

v w v w dt


  

Теорема 3. [5] Пусть пучок операторов B  ( , )A p -ограничен, 

{0}p N  , выполнены условия 
0

( ), ( ), ( )A B A . Тогда для любых 

0, , = 0,1
k k

x x X k   и 2( )py H Y  существует единственное сильное ре-

шение задачи (7) для уравнения (9).   

Рассмотрим начально-конечную задачу (7) для линейного неоднородного 

уравнения соболевского типа (9), где функции , ,x y u  лежат в гильбертовых 

пространствах , ,X Y U  соответственно. Операторы 
1 0

, , ( ; )A B B L X Y  опе-

ратор ( ; ),C L U Y  пучок операторов B  ( , )A p  ограничен. 

Введем в рассмотрение пространство управлений 2( ) =pH U  
( 2)

2 2
{ (0, ; ) : (0, ; )}pu L U u L U     со скалярным произведением 

2
( ) ( )

0
=0

[ , ]= , .
p

q q

Uq

v w v w dt


  

Выделим в пространстве 2( )pH U  замкнутое и выпуклое подмножество 
2( )pH U

  
– множество допустимых управлений. 

Определение 7. Пару 22ˆ ˆ( , ) ( ) ( )px u H U H U


   назовем решением за-

дачи оптимального управления (7), (9), если: 

 
22( , ) ( ) ( )

ˆ ˆ( , ) = min ( , ),
px u H X H U

J x u J x u
 



 (11) 

где 22( , ) ( ) ( )px u H X H U


   удовлетворяют соотношениям (7), (9); век-

тор-функцию û назовем оптимальным управлением решениями задачи (9), 

(7).   

Функционал (11) запишем в виде: 

 

2

22
( ) ( ) ( ) ( )2

( )0 0
=0 =0

( , ) = || || , ,
p

q q q q
qH X Uq q

J x u x x dt N u u dt
 

 


     (12) 
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где , > 0,   =1,   ( )qN L U  ( 0, 2q p  ) – самосопряженные и поло-

жительно определенные операторы, ( )x t  – требуемое состояние системы. 

Теорема 4. [6] Пусть пучок операторов B  ( , )A p 
 ограничен, 

{0}p N  , выполнены условия 
0

( ), ( ), ( )A B A . Тогда для любых 

0,
k k

x x X  , = 0,1k  и 2( )py H Y  существует единственное оптимальное 

управление решениями задачи (7) для уравнения (9).   
Лемма 3. [4] Пусть выполнено одно из следующих условий: 

(i) ( )   ; 

(ii) ( ( )) ( )        ; 

(iii) ( ( )) ( = ) ( )           . 

Тогда пучок B  полиномиально A-ограничен.   

Если выполнены условия ( )i  или ( )iii  леммы 3, то имеет место и условие 

( )A . Если ( ( )) ( )        , т.е. выполнено условие ( )ii  леммы 3, усло-

вие ( )A  не выполняется, и мы исключим его из дальнейших рассмотрений. 

Обозначим через ( ) ={ }
k

   множество собственных значений одно-

родной задачи Дирихле для оператора Лапласа в области , занумерован-

ных по невозрастанию с учетом кратности, а через { }
k

  – множество соот-

ветствующих им собственных функций, ортонормированных в смысле ска-

лярного произведения пространства 
2
( )L  . A-спектр пучка B  составляют 

решения 1,2
k

  (k N ) уравнения: 

 2( ) ( ) ( ) = 0
k k k

              
.
 (13) 

Построим проектор P :  

=

выполнено условие (i);

выполнено условие (iii)

,

= , , .
k k

k

I

P I
 

 







   

Для построения проектора 
fin

P  выберем область 0
C  , содержащую, 

например, конечное множество точек 
1,2
ks

  A-спектра 0
( )A B  и такую, что 

0 0
( ) = .A B   Как нетрудно видеть, область 0

  можно выбрать такой, 

что 
0 0

=  – контур.  

Рассмотрим начально-конечную задачу:  
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 0
1

1,2 1,2

0
0

1,2 1,2

1
1,2 1,2=

0
1,2 1,2=

< , ( ,0) ( ) > = 0,

< , ( ,0) ( ) > = 0,

< , ( , ) ( ) > = 0,

< , ( , ) ( ) > = 0,

k k k

k ks

tk k k

k ks

k k k

k ks

tk k k

k ks

x s x s

x s x s

x s x s

x s x s

 

 



 



 

   

   

    

    





 

 

 

 









 
(14) 

для уравнения (5) с граничными условиями (6). 

Теорема 5. [6] При любых  , \ 0R   и R  таком, что выполнено 

условие либо (i), либо (iii) леммы 3, и любых 0, , , = 0,1,
k k

R x x X k    

существует единственное решение задачи оптимального управления ˆ ˆ( , )x u  

для уравнения Буссинеска–Лява (5) с условиями (6), (14), минимизирующее 

функционал (12).  
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