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РАСЩЕПЛЕНИЕ ОБЛАСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 

САМОСОПРЯЖЕННОГО ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО  

ОПЕРАТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ ГЛАДКИХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ K-ФОРМ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ  

НА РИМАНОВОМ МНОГООБРАЗИИ БЕЗ КРАЯ 
 

Е.А. Богонос, Д.Е. Шафранов 
 

Получен результат о расщеплении области определения эллип-

тического самосопряженных псевдодифференциального опера-

тора, в частности оператора Лапласа – Бельтрами, в пространстве 

гладких дифференциальных k–форм, определенных на гладком 

компактном ориентированном римановом многообразии без края. 

Данный результат можно использовать в теории моделей соболев-

ского типа.  
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Введение 

В настоящее время широко исследуются различные математические мо-

дели на основе уравнений соболевского типа вида 

 MuuL  ,       (1) 

с необратимым оператором L  при производной [1]. Стоит отметить, что ис-

следования ведутся как для абстрактных уравнений, так и по конкретным при-

ложениям такого вида [2]. Имеются качественные и численные исследования 

решений данных уравнений в самых различных постановках. Нас будет инте-

ресовать один из аспектов разрешимости задачи Коши в пространстве диффе-

ренциальных k-форм, определенных на римановом многообразии без края: 

 0
)0( uu 

,      (2) 

для уравнений вида (1), а именно требующееся в теории относительных опе-

раторов расщепление области определения оператора  FUL ,L  в прямую 

сумму подпространств: 

 10 UUU  .     (3) 

В работе [5] исследовался частный случай операторов в пространстве 

дифференциальных k-форм на сфере. 

Во введении формулируется задача и описывается ее связь с математи-

ческими моделями соболевского типа. В первом пункте (предварительные 

сведения) вводятся пространства дифференциальных k-форм, определен-
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ных на многообразии без края и сведения из теории относительно ограни-

ченных операторов Свиридюка [1] и теории Ходжа–Кодаиры [3] о расщеп-

лении таких пространств. Во втором пункте (основные результаты) приве-

дены: основной результат о расщеплении области определения эллиптиче-

ского самосопряженного оператора и замечания. 

Предварительные сведения 

Пусть U  и F  банаховы пространства и операторы  FUML ,, L  т.е. ли-

нейны и ограниченны. Рассмотрим L –резольвентное множество 

      UFμL-MMρ
-L ,
1
L :C  и L –спектр    MM LL  \C  опера-

тора M . Оператор-функцию   1
 ML  будем называть L –резольвентой 

оператора M , а оператор-функции     LMLMRL 1
 


 и 

    1
 MLLMLL 


 правой и левой L –резольвентой оператора M  соот-

ветственно. 

Определение 1. Оператор M называется ограниченным относительно 

оператора L (короче,  ,L –ограниченным), если  aa 


 CR . 

Оператор M называется  pL, –ограниченным, если он является  ,L –

ограниченным и точка   – полюс порядка   N 0p  L  – резольвенты опе-

ратора M . 

Пусть   OML  . Уравнение (1) редуцируется к паре эквивалентных ему 

уравнений: 

     MuMLuMRL 1

11


 


 , (4) 

 
    fMLMfMLL 1

11


 




, (5) 

где  ML 
1 .  

Оба уравнения будем рассматривать как конкретные интерпретации 

уравнения: 

 BvvA  , (6) 

где операторы )(, WВA L , а W  – некоторое банахово пространство. Реше-

нием уравнения (6) называется вектор-функция  WCv ,R  удовлетворя-

ющая уравнению (6) 

Определение 2. Отображение   WCV L,R  называется разрешаю-

щей группой уравнения (6), если: 

(i) tsts VVV  для любых Rts, ; 

(ii) для любого Wv 
0  вектор-функция  

0
vVtv t  является решением 

уравнения (6). 
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Теорема 1 [1]. Пусть оператор M   pL, –ограничен. Тогда суще-

ствуют аналитические разрешающие группы уравнений (4) и (5), предста-

вимые интегралами Данфорда – Тейлора: 

  
Γ







deMR

i
U tLt

2

1
, (7) 

  
Γ







deML

i
F tLt

2

1
, (8) 

где контур Γ  – ограничивает область, содержащую  ML . 

Группы (7), (8) имеют единицы: 

   PdMR
i

U L  
Γ





2

10 ,   
Γ

QdML
i

F L 



2

10 , (9) 

Обозначим ядра и образы этих полугрупп ,im,ker 10 UU  PP  

,ker 0FQ  
1im FQ .  

Пусть n  является гладким компактным ориентированным римановым 

многообразием без края. Пространства гладких дифференциальных k-форм, 

определенных на многообразии n  обозначим   nkHH
nkk

,...,1,0,  . 

В пространствах kH  определен оператор Лапласа – Бельтрами dd  Δ

, где d  – оператор внешнего дифференцирования k-форм,    
**1

11
d

kn 
  

– сопряженный к оператору d , а   – оператор Ходжа. Положим 

    ,ker,, Δ
Δ


kkkkkd
HHdHHdH 

  nk ,...,1,0 . 

Определим формулой: 

      *,
0 , где k

H ,  (10) 

скалярное произведение в пространстве nkH
k

,...,1,0,  , а соответствующую 

норму обозначим 
0

 . Пополнение пространства k
H  по этой норме обо-

значим 
0Η
k . Пополнение линеалов kkkd

HHH ,,
  по ней обозначим соот-

ветственно через 
000 H,H,H
kkkd  . 

Теорема 2. [3] (теорема Ходжа – Кодаиры)  Для любого nk ,...,1,0  суще-

ствует расщепление пространства 
0Η
k  в прямую ортогональную сумму: 

 
0000 HHHH
Δkkkdk


 ,  (11) 

причем пространство 
0H
Δk  конечномерно. 

Введем следующими формулами:  

 
      ,,,,

001
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        ,,,,
102

  ΔΔ  (12) 

еще два скалярных произведения пространстве ,,...,1,0, nkH
k

  а соответ-

ствующие нормы обозначим 
1

  и 
2

  соответственно. Пополнение про-

странства k
H  по этим нормам обозначим 

21 Η,Η
kk .  

Рассмотрим в 
0Η
k  ортопроектор 

P , 
0Hker
ΔΔ k

P  . Он будет ортопроекто-

ром и в 
21 Η,Η
kk , причем в силу конечномерности их ядра совпадут и 

210 HHH
ΔΔΔ kkk

 .  

Положим пространства   2,1,0,H 


ll

k

l

k Δ
H  (т.е. ортогональное дополне-

ние к гармоническим k-формам). Пространства 2,1, ii

k
Η  – банаховы, при-

чем в силу непрерывности и плотности вложений 
2

k

1

k

0

k
ΗΗΗ  , а также ко-

нечности ранга оператора Δk
P  и nk ,,1,0   справедливо следующее. 

Следствие. [4] Для любого nk ,,1,0   существуют расщепления про-

странств: 

 kΔ

i 1

kΔ

i

k
ΗΗΗ  , (13) 

где 2,1,  iP
k kΔ

i 1

kΔ
Η-IΗ

Δ . 

Основные результаты 

Пусть n  – гладкое компактное ориентированное риманово многообра-

зием без края. Используя предварительные сведения, определим: 

 .
~

,
~

00

0

k

2

k
HH 




n

k

n

k

FU  (14) 

Пространства U
~

 и F
~

 вещественные векторные расслоения дифференци-

альных k-форм на многообразии n . Обозначим    FCFUCU
~

,
~    

векторные пространства гладких сечений FU
~

,
~

 соответственно.  

Определение 3. Линейный дифференциальный оператор L  порядка l , 

действующий из U
~

 в F
~

, – это линейное отображение из U  в F . Оператор 

L  называется эллиптическим, если он эллиптический локально (в каждой 

тривиализации). 

Теорема 3. Пусть L  линейный эллиптический самосопряженный диф-

ференциальный оператор. Тогда пространства U  и F  разлагаются в прямые 

суммы: 

 ,kerim  LLF  (15) 

 .kerim LLU  
  (16) 
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Замечание 1. Эта теорема дает возможность заменить требование 

фредгольмовости оператора L  в моделях соболевского типа на его эллип-

тичность и самосопряженность в соответствующих пространствах. 

Замечание 2. Для иллюстрации теоремы 3, очевидно, можно взять опе-

ратор Лапласа – Бельтрами, о котором говорилось выше, и рассмотреть 

расщепление действия этого оператора, которое соответствует теореме 

Ходжа – Кодаиры.  
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПОЛУЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ  

СОБОЛЕВСКОГО ТИПА ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 
 

Е.В. Бычков 
 

Целью статьи является численное исследование задачи Шоуол-

тера–Сидорова для вырожденного уравнения Буссинеска–Лява, 

а также численное исследование задачи Коши для невырожденного 

уравнения Буссинеска–Лява в одномерном случае. В работе исполь-

зуется метод фазового пространства и метод Галеркина.  

Ключевые слова: задача Шоуолтера–Сидорова; уравнение со-

болевского типа; фазовое пространство; метод Галеркина. 
 

Введение  

Пусть Ω ограниченная область в Rn , Nn  с границей ∂Ω класса С∞. В ци-

линдре  R  рассмотрим уравнение Буссинеска–Лява [1, 2]: 

   ( ) ( ) ( ) ( )u u u f u               ,                                (1) 


