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Из рисунка видно, что решение действительно имеет разрывы производ-

ных в точках, где происходит смена знака правой части. Более гладкое ре-

шение невозможно. 

Выводы. Рассмотрена постановка задачи, не имеющей классического 

единственного решения, позволяющая находить неклассическое решение 

с разрывами производной искомой функции. 
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Рассматривается задача с обратным временем для нелинейного 

дифференциального уравнения. Устойчивы приближенные решения 

строятся с помощью подхода, обобщающего схему А.Б. Бакушин-

ского. Параметр регуляризации выбирается с помощью подхода, ос-

нованного на схеме М.М. Лаврентьева, который не требует исполь-

зования априорной информации о точном решении. Показано, что 

рассмотренная схема выбора параметра регуляризации обеспечи-

вает оптимальный порядок точности приближенного решения. 

Ключевые слова: нелинейное дифференциальное уравнение, 

обратная задача, метод приближенного решения, параметр регуля-

ризации. 
 

Введение. Рассматривается задача с обратным временем для полулиней-

ного дифференциально-операторного уравнения. Основными вопросами 

при исследовании данной некорректно поставленной задачи являются во-

просы построения устойчивого приближенного решения и оценки точности 
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полученного приближенного решения. Многие классы линейных некор-

ректно поставленных подробно исследованы теоретически, для их решения 

разработан аппарат, позволяющий строить устойчивые приближенные ре-

шения и оценивать их точность. Однако, аппарат для исследования и чис-

ленного решения нелинейных обратных задач разработан недостаточно. 

В [1] был предложен общий способ построения регуляризующих алгорит-

мов для линейных операторных уравнений. В работе [6] предложен способ 

построения приближенных решений одного класса нелинейных обратных 

задач, обобщающий схему, исследованную в [1]. В работе [7] получены дву-

сторонние оценки модуля непрерывности нелинейной обратной задачи, что 

позволяет исследовать методы приближенного решения на оптимальность. 

Большую роль при численном решении неустойчивых задач играет выбор 

параметра регуляризации. В частности, в [6] для выбора параметра регуля-

ризации применяется схема М.М. Лаврентьева, которая обеспечивает опти-

мальный порядок точности полученного приближенного решения, но ис-

пользует априорную информацию о точном решении (например, о гладко-

сти точного решения), которая на практике не всегда доступна. Другие из-

вестные способы выбора параметра регуляризации (принцип невязки, метод 

минимальных ошибок и др.) не всегда обеспечивают оптимальную точность 

или требуют численного решения достаточно сложных вспомогательных за-

дач. В настоящей работе предложен способ выбора параметра регуляриза-

ции, основанный на схеме М.М. Лаврентьева и общем подходе, развитом 

в [10] для решения нелинейных операторных уравнений. Рассмотренный 

подход обеспечивает оптимальный порядок точности приближенных реше-

ний и не требует использования априорной информации о точном решении.  

Постановка задачи. Пусть H  гильбертово пространство, A  – линейный 

неограниченный положительно определенный самосопряженный оператор 

в H  с областью определения ( )D A , плотной в H . 

Рассмотрим задачу вычисления элемента H   такого, что решение за-

дачи Коши: 

 0( ( )) ( )
du

Au f t u t t t T
dt

         (1) 

       0 0( ) 0u t H t T         

удовлетворяет условию ( )u T  .  

Здесь 0[ ]f t T H H     – отображение, удовлетворяющее условию Лип-

шица по переменной u  и условию Гельдера по переменной t , т.е. суще-

ствуют постоянные 0L  ,  0K   и 0 1,a   такие, что: 

 1 1 2 2 1 2 1 2|| ( , ) ( , ) || || || | |aH Hf t u f t u L u u K t t     , 

для всех 1 2 0, [ ]t t t T  ,   1 2,u u H .  
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Рассмотрим множество M H , которое является классом корректности 

нелинейной обратной задачи. 

Предположим, что при заданном H  существует точное решение 

H  поставленной обратной задачи, принадлежащее заданному множе-

ству M H . Элемент H   нам не известен, а вместо него дано прибли-

женное значение H  , такое, что || ||    . Требуется по исходным дан-

ным задачи определить приближенное решение задачи с обратным време-

нем и оценить его уклонение от точного решения. 

Построение приближенных решений нелинейной обратной задачи. 

Рассмотрим задачу с обратным временем для соответствующего линейного 

уравнения, т.е. задачу вычисления элемента H   такого, что решение за-

дачи Коши: 

 ( )
dv

Av t T
dt

       (2) 

 0( ) 0v H t T             

удовлетворяет условию ( )v T  , где H  заданный элемент. 

Пусть ( , ) ( 0, 0)      - функция, принимающая действительные 

значения, имеющая конечное число точек разрыва первого рода при любом 

0   и удовлетворяющая условиям, сформулированным в [1]. Рассмотрим 

семейство линейных операторов :T tR H H

  , определенных равенством: 

( )( , )T t A T tR e     . 

Из результатов [1] следует, что в качестве приближенного решения ли-

нейной обратной задачи (2) можно рассматривать элемент: 

(3) 

,   

при подходящем выборе зависимости 
*( )   . 

Обозначим ( )u t

  решение интегрального уравнения 

 ( ) ( ( ))

T

T t T s

t

u t R R f s u s ds 

        .   (4) 

В качестве приближенного решения нелинейной обратной задачи будем 

рассматривать элемент: 

(5) 

, 

при подходящем выборе зависимости 
*( )   . 

( ) Tv R 

   

* *

0( )u t 
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Оценка погрешности приближенного решения. Будем предполагать, 

что заданное множество M H  является классом корректности как для не-

линейной задачи (1), так и для соответствующей линейной задачи (2). Рас-

смотрим следующие величины:  

 ( ) sup || || || ||M { M }

                   

погрешность метода приближенного решения нелинейной задачи (1), опре-

деленного формулой (5), на множестве M : 

0( ) sup || || || ||
T t

M { R M }         
           

погрешность метода приближенного решения линейной задачи (2), опреде-

ленного формулой (3), на множестве M .  

Воспользуемся неравенством: 

1 2( ) ( ) ( )M              

где  

 

 
Аналогично: 

1 2( ) ( ) ( )M              

где 

 

 

Здесь ( ), ( )gl a a  – возрастающие функции на 
0[0; ]a , (0) 0l = ;  

0 (0) ( ) 1g g a= Ј Ј . 

Выполняются неравенства: 

1 1 1

1
( ) ( ) 4 ( );

4

LTLTe LTe e         

1 2 1

1
( , ) ( , ) 4 ( , )

4

LTLTe LTe e           . 

Теорема. ([6]) Существует постоянная 0 0  , такая, что для всех 

00     выполняются неравенства: 

* * *1
( ) ( ) 4 ( )

4

LTLTe LT

M M Me e              . 
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Следствие. Метод приближенного решения нелинейной обратной за-

дачи (1), определенный равенством (5), оптимален по порядку на множестве 
M  тогда и только тогда, когда метод приближенного решения линейной об-

ратной задачи (2), определенный формулой (3), оптимален по порядку на 

множестве M . 

Пример 1 (метод проекционной регуляризации). Обозначим через 

0{E }    разложение единицы, порожденное оператором A . 

Пусть A  – линейный ограниченный оператор в H , определяемый фор-

мулой: 

0

A u dE u



    

Вместо неустойчивой обратной задачи для уравнения (2) рассмотрим за-

дачу вычисления элемента 0( )u t   , где ( )u t
 удовлетворяет условиям:  

 0

( )
( ) ( , ( )) ( )

( )

du t
A u t E f t u t t t T

dt

u T E


 

 





      



 (6) 

Задача (6) соответствует методу приближенного решения нелинейной 

обратной задачи, определенному равенством (5), с функцией: 

 

1/ ,
( , ) ,

0,

  
 

 


  

  

Пример 2 (метод вспомогательных граничных условий). Вместо не-

устойчивой задачи с обратным временем рассмотрим задачу: 

0( ( )) ( )
du

Au f t u t t t T
dt

         

0 0( ) ( ) 0u T u t t T        

Другой пример (метод квазиобращения, см. [4]), в нелинейном случае 

исследован в [5]. 

Выбор параметра регуляризации 

Для выбора параметра регуляризации на практике может быть использо-

вана следующая схема, не использующая явно априорную информацию 

о точном решении поставленной обратной задачи (см. е [10]). 

Пусть параметр регуляризации выбирается из конечного множества: 

0 1{ : 0 ... }N i N         . 
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Обозначим через 
i i

R
     соответствующие приближенные решения. 

Пусть 0  – точное решение задачи (1),  0 M  . Обозначим через opt  ква-

зиоптимальное значение параметра регуляризации, полученное по схеме 

М.М. Лаврентьева, примененной к линейной задаче (2), т.е. параметр регу-

ляризации выбирается из условия 
1 2( ( )) ( ( ), )a d a d dD = D% % . Как известно, та-

кой выбор параметра регуляризации обеспечивает оптимальный порядок 

погрешности приближенного решения и выполняется неравенство: 

1( ( ) ) 2 (( ) ( )opt g g       . 

Из теоремы следует, что при таком выборе параметра регуляризации по-

рядок погрешности метода решения нелинейной задачи (2) также будет оп-

тимальным, причем: 

1( ( ) ) 8 (( ) ( )LT
opt e g g       . 

Обозначим через *  оптимальное значение параметра регуляризации, 

выбираемое из множества N , т.е.: 

 * max : ( )i i NM     , 

где 

( ) : ( )
( )

N i N i
i

M g


 
 

 
    

 
. 

Наряду с ( )NM  , рассмотрим множество: 

 
16

( ) : 0,1,..., .
( )i j

LT

N i N
j

e
M j i 

 


  

 


  

      
  

 

Лемма 2. ( ) ( )N NM M     

Доказательство. Рассмотрим значения параметра регуляризации 

,i j N   ; ( )i NM   , j i . Имеем неравенство: 

0 0

4 4 16
8 ( )

( ) ( ) ( )

i j i i i j j j

LT LT LT
LT

i
i j j

e e e
e

   
                

  
 

     

         

    . 

Следовательно, ( )i NM   . 

Обоснование одного из правил апостериорного выбора параметра регу-

ляризации дает следующая теорема. 
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Теорема. Пусть ( )NM   ;  \ ( )N NM    и для любого i Na ОD  

выполняется неравенство: 

 
1( ) ( ) ( 1,..., ).i iq i Nl a l a -Ј =  

Пусть параметр регуляризации выбран из условия: 

 max : ( )i i NM      . 

Тогда: 

  2 1
0 0( ( ) ) sup 24 (( ) ( )LTM e qg g

           
           . 

Доказательство. Из определения * l   следует, что для 1l   выполня-

ется неравенство: 

1 1( ) ( ) ( ) ( )l l opt optg g          . 

Следовательно, в силу монотонности функций ( )g   и ( )  , 1l opt    

и, следовательно: 

1 *( ) ( ) ( ) ( )opt l lq q          . 

Таким образом: 

*( ) ( )opt

q
 

   
 . 

В силу леммы 2, так как ( ) ( )N NM M    : 

   * max : ( ) max : ( )l i i N i i NM M               . 

Из определения ( )NM    и неравенства: 

* *
0 0

     
         
   

       , 

Следует: 

 0 0 0

1

*

( ( ) ) sup

8 8 24 24
8 ( ) 24 (( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )

LT LT LT LT
LT LT

l
l l opt

M

e e e e
e g q e qg g


         

   
  

       





         

      

 

Теорема доказана.  

Применение рассмотренного подхода к решению линейной задачи для 

эллиптического уравнения исследовано в [11]. 
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