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О ПРОДОЛЖЕНИИ ГОМЕОМОРФИЗМОВ В НУЛЬМЕРНЫХ 
ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

С.В. Медведев 

Пусть X - нульмерное однородное пространство, удовлетворяющее 
первой аксиоме счётности. Доказана теорема о продолжении гомеоморфиз­
маg : A -+B между счётными непересекающимися компактными подмноже­
ствами АшВ пространства X до гомеоморфизмаf : X -> X Если, дополни-
тельно, пространство X не псевдокомпактно, то гомеоморфизм g можно 
продолжить до гомеоморфизмаf : X^X \А. 
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В статье изучается возможность продолжения гомеоморфизмов в нульмерных однородных 
пространствах с первой аксиомой счётности. Интерес к этому вопросу появился после знакомст-
ва с одним результатом ван Дауэна [1]. Ван Дауэн показал, что любое нульмерное однородное не 
дискретное метрическое пространство гомеоморфно своему собственному подмножеству. 

Обозначения. Запись X ~ Y означает, что пространства X и Y гомеоморфны. w(X) – вес про-
странстваX . Наименьший бесконечный кардинал обозначается буквой со; также « = {0,1,2,...}. 
Мы будем предполагать, что любая рассматриваемая последовательность точек состоит из раз-
личных точек. Если в пространстве X последовательность {an :nе со} точек сходится к точке 
aе X, то положим S(a) = {a}uU{an :nесо}. 

Пространство X называется однородным, если для любых двух точек a и b из X найдется го­
меоморфизм f: X -> X , для которого f(a) = b . Топологическое пространство называется нуль-
мерным, если оно является Т1-пространством и обладает базой из открыто-замкнутых множеств. 
Отметим, что каждое нульмерное пространство является тихоновским пространством. Тихонов­
ское пространство называется псевдокомпактным, если любая непрерывная вещественная функ-
ция, определенная на этом пространстве, ограничена. Пространство называется сжимаемым, ее-
ли оно гомеоморфно некоторому своему собственному подмножеству. 

Остальные использ–емые определения и обозначения можно найти в [2]. 
Лемма 1. Пусть X нульмерное однородное пространство, удовлетворяющее первой аксио­

ме счётности Пусть в пространстве X даны две сходящиеся последовательности точек 
{an:nе со} и {bn:nе со}, причем limn_>00 an=a, limn_>00 bn=b и S(a) f| S(b) = 0 . 

Тогда для любой открыто-замкнутой окрестности U точки a существуют открыто-
замкнутая окрестность V точки a и гомеоморфизм f:X^X, такие, что: V<zU, f(a) = b, 
f(V) f]V = 0, fof = idX, f(x) = x для любой точки xiV и \/i ( ai eV^bie f(V)). 

Доказательство. Так как пространство X однородное, то существует гомеоморфизм 
g : X -> X , переводящий точку a в точку b . Найдем такую открыто-замкнутую окрестность W 
точки a,что W<zU и g(W)f)W = 0 . 

Рассмотрим два множества: Ja ={ie co:ai e W,bi <£ g(W)} и Jb={ie co:a^W, bie g(W)}. 
Множества Ja и Jb - конечные, так как мы имеем дело со сходящимися последовательностями. 

Для каждого i e Ja выберем открыто-замкнутую окрестность Qi точки ai таким образом, 
чтобы QiaW и Qi ПS ( a ) = { ai } . П р и этом можно считать, что множества {Qi:ieJa} попарно 
не пересекаются, так как последовательность {an :nе со} состоит из попарно различных точек. 
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По теореме 2 возьмём гомеоморфизм g : X -> X , для которого g(A) = B . Так как А и 5 - не­

пересекающиеся компакты, то существует открыто-замкнутая окрестность U0 множества Л, для 
которой выполняются условия: B <= g(U0), U0f]W = 0, g(U0)f]W = 0 и U0 f]g(U0) = 0 . 

С помощью леммы 3 для любого n > 1 построим по индукции открыто-замкнутые множества 
Un, Vn и гомеоморфизм gn:Un^Vn, так, чтобы A<zUn, Un+1 с Un и Vn сU{Wni : i е <У} . При 
этом можно считать, что A = f]{Un : n е «} , так как пространство X удовлетворяет первой аксиоме 
счётности. Теперь теорема 4 вытекает из леммы 2. 

Замечание. Если бы теорему 2 удалось доказать для произвольных счётных компактных 
множеств, то теорема 4 выполнялась бы для счётных компактных множеств произвольного ранга. 

Теорема 5. Пусть X - нульмерное однородное не псевдокомпактное и не дискретное про­
странство, удовлетворяющее первой аксиоме счётности. Тогда для любого счетного компакт-
ного множества Z конечного ранга существует такое расширение X* пространства X что на-
рост X*\X гомеоморфен множеству Z, а само расширение X* гомеоморфно X 

Доказательство. Применяя индукцию по рангу множества Z, несложно проверить, что про­
странство X содержит два замкнутых непересекающихся множеств А и В, каждое из которых го-
меоморфно Z. По теореме 4 существует такой гомеоморфизм f: X -> X \ A , что f (A) = B . Тогда 

множество X \ A гомеоморфно X и всюду плотно в X Полагая X* = f1 (X\A), получаем нуж-
ное расширение пространствах 
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ABOUT EXTENSION OF HOMEOMORPHISMS 
OVER ZERO-DIMENSIONAL HOMOGENEOUS SPACES 

S.V. Medvedev1 

Let X be a zero-dimensional homogeneous space satisfying the first axiom of countability. We 
prove the theorem about an extension of a homeomorphism g: A —> B to a homeomorphism f: X —> X 
where A and B are countable disjoint compact subsets of the space X If, additionally, X is a non-
pseudocompact space, then the homeomorphism g is extendable to a homeomorphism f: X^X \ A. 
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