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АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПЯТИТОЧЕЧНОЙ 
ЗАДАЧИ ОЦЕНКИ ПОЛОЖЕНИЯ КАМЕР, 
ОСНОВАННОЕ НА ПРЕДСТАВЛЕНИИ КЭЛИ МАТРИЦ ВРАЩЕНИЯ 

Е.В. Мартюшев1 

Предложено новое алгоритмическое решение 5-точечной задачи оценки 
относительного положения калиброванных камер. Наш подход не связан со 
знаменитым кубическим ограничением на существенную матрицу. Вместо 
этого мы используем представление Кэли матриц вращения для получения 
системы полиномиальных уравнений из эпиполярных ограничений. Решая 
эту систему, мы напрямую получаем относительные положения и ориента-
ции камер через корни многочлена десятой степени. 

Ключевые слова: 5-точечная задача оценки положения камер, калиброван
ная камера, эпиполярные ограничения, представление Кэли. 

1. Введение 
В настоящей работе мы предлагаем новое алгоритмическое решение задачи оценки относи-

тельного положения двух калиброванных камер по пяти точкам сцены. Коротко эту задачу мы 
будем называть 5-точечной задачей. Формулируется она следующим образом. 

Задача 1. Пусть даны две калиброванные камеры-обскуры с центрами O 1 , O2и пять точек 
сцены Q 1 , -

, Q5, лежащие перед камерами в 3-мерном евклидовом пространстве, рис. 1. В сие-
теме координат каждой камеры известны только однородные координаты точек Qi . Задача 
состоит в определении относительного положения и ориентации второй камеры относительно 
первой. 

Пятиточечная задача является ключевой для 
более общей задачи трехмерной реконструкции 
сцены, которая в свою очередь используется во 
многих приложениях компьютерного зрения, таких 
как дополненная реальность, системы автопарков-
ки, навигация и планировка маршрута для роботов 
и т.д. Как известно, 5-точечные алгоритмы показы-
вают значительно лучшие результаты с точки зре-
ния точности и надежности, чем 6- 7- и 8-точечные 
алгоритмы оценки положения камер. Более того, 
для плоских и почти плоских сцен только 5-
точечные методы позволяют надежно получать ре-
шение без каких-либо дополнительных модифика-
ций алгоритма. 

Как впервые показал Круппа [1] в 1913 году, задача 1 может иметь самое оолыпее 11 реше
ний. Используя методы проективной геометрии, он предложил алгоритм решения 5-точечной 
задачи, который, однако, не был численно устойчивым и потому не мог быть реализован про
граммно. Позднее Демазур [2], Фогерас и Мэйбанк [3], Хейден и Спарр [4] уточнили результат 
Круппы и доказали, что точное количество решений (включая комплексные) равно 10. 

Впервые численно устойчивое решение задачи 1 было предложено Филипом [5] в 1996. Его 
метод требовал нахождения корней полинома 13-й степени. В 2004 Нистер [6] улучшил алгоритм 
Филипа и выразил решение через корни полинома 10-й степени. После этого было предложено 
множество модификаций алгоритма Нистера, одни из которых упрощали его программную реа-
лизацию [7], а другие - повышали его численную устойчивость [8, 9]. 

1 Мартюшев Евгений Владимирович - кандидат физико-математических наук, кафедра математического анализа, Южно-Уральский 
государственный университет. 

E-mail: zhmart@mail.ru 

2013, том 5, № 2 31 

mailto:zhmart@mail.ru


Математика 

и вычисляем матрицы 

(1) 

(2) 

В дальнейшем мы увидим, что преобразование (2), будучи очень простым, существенно уп-
рощает дальнейшие вычисления. В частности, это преобразование позволяет легко преобразовать 
полином 20-й степени (12) в полином 10-й степени (13). 

2.2. Эпиполярные ограничения и существенная матрица. Напомним сначала некоторые оп-
ределения из многопроекционной геометрии [11-13]. Камера-обскура - это тройка ( O, к, P), где 
я - плоскость изображения, P - центральная проекция точек 3-мерного евклидова пространства 
на я, и O - центр камеры (центр проекции P). Фокусное расстояние - это расстояние между 
O и к, ортогональная проекция Oна, называется принципиальной точкой. Камера-обскура 
называется калиброванной, если все ее внутренние параметры (такие как фокусное расстояние и 
координаты принципиальной точки) известны. 

Пусть даны две калиброванные камеры-обскуры ( Oj,Kj,P j) для j = 1, 2 . Без потери общно

сти можно положить - матрица вращения и 

- вектор сдвига, подчиненный условию нормализации 
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В настоящей статье мы предлагаем еще одно алгоритмическое численно устойчивое решение 
задачи 1, использующее известное представление Кэли для матриц вращения [10]. В нашем под-
ходе не смешиваются ротационные и трансляционные параметры существенной матрицы и, тем 
не менее, решение выражается через корни полинома 10-й степени. Эксперименты на синтетиче
ских данных показывают, что наш метод сравним по точности и надежности с существующими 
5-точечными решениями. 

1.1. Обозначения. Мы используем обозначение a, b,... для вектор-столбцов и A, B,... для 
матриц. Элементы матрицы A обозначаются AT - транспонированная к A матрица, det A 

- определитель матрицы A . Для двух векторов a и b мы обозначаем axb и aTb их векторное 
и скалярное произведения соответственно. Для вектора a мы обозначаем [a]х кососимметриче-
скую матрицу такую, что для всех b . Символ I обозначает единичную матрицу, 0 
- нулевую матрицу или вектор, - норму Фробениуса. 

2. Описание алгоритма 
2.1 Преобразование начальных данных. Начальными данными для нашего алгоритма являют-

ся однородные координаты xji, yji, zji точек Qi в системе координат j-й камеры, j = 1,2, 
i= 1,..., 5 (рис. 1). 

Без потери общности можно положить xj 1 = yj 1 = xj2 = 0 для j = 1, 2 . Численно устойчивый 
способ добиться этого состоит в следующем. Мы объединяем начальные данные в две матрицы 
размера 3x5 : 
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(3) 

(4) 

(5) 

которая, как можно убедиться прямым вычислением, имеет единственное решение (5). • 
Поскольку эпиполярные ограничения (3) линейны и однородны по t , то их можно перепи-

сать так: 
St = 0 , (6) 
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(15) 

где матрицы Хаусхолдера H ;1 и H ; 2 определены в подразделе 2.1. 

3. Эксперименты на синтетических данных 
В этом разделе мы сравниваем наш алгоритм с 5-точечным алгоритмом Нистера [6]. Для это

го оба алгоритма были программно реализованы на C/C++. Все вычисления выполнялись с двой-
ной точностью. Параметры синтетических данных были такими же как в [6], см. таблицу. 

Средняя скорость из 106 тестов для нового алгоритма составила примерно 35 микросе-
кунд/вызов, для алгоритма Нистера - 24 микросекунды/вызов на процессоре Intel Core i5 2,3 Ghz. 

В качестве численной ошибки измерялась величина - истинное значе
ние матрицы второй камеры. 

Распределения численной ошибки приведены на рис. 2. Полное число тестов в каждом экс-
перименте было 106 . Мы сравнили алгоритмы, во-первых, для случая условий по умолчанию -
сцены глубины 0,5 и движения камеры общего вида, и, во-вторых, для случая, наиболее пробле
матичного с точки зрения численной устойчивости, - плоской сцены и движения камеры по на-
правлению к сцене. Из приведенных графиков видно, что оба алгоритма имеют высокую числен-
ную устойчивость, хотя необходимо отметить, что алгоритм Нистера существенно превосходит 
новый алгоритм для первого случая. 

Рис. 2. Распределение численной ошибки. Слева: условия по умолчанию, ошибка медианы есть 1,56x10 13 

для алгоритма Нистера и 2,94x10 10 для нового алгоритма. Справа: плоская сцена и движение по направле
нию к сцене, ошибка медианы есть 1,52x10 2 для алгоритма Нистера и 7,17x10 3 для нового алгоритма 
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Рис. 3. Трансляционная (слева) и ротационная (справа) ошибки относи
тельно шума, 

На рис. 3 показано поведение алгоритмов при наличии погрешности (шума) в определении 
однородных координат на изображениях. В наши синтетические данные мы добавили нормально 
распределенный шум со стандартной девиацией, меняющейся от 0 до 1 пикселя. Можно видеть, 
что в присутствии шума результаты обоих алгоритмов практически совпадают. 

4. Обсуяадение 
Представлен новый алгоритм решения 5-точечной задачи оценки положения камер. Тестиро

вание на синтетических данных подтверждает его численную устойчивость и надежность. В це
лом, представленный алгоритм является хорошей альтернативой к существующим 5-точечным 
решениям. Его преимущество состоит в том, что он позволяет восстанавливать относительные 
положения и ориентации камер напрямую без вычисления существенной матрицы. Такой подход 
является более гибким, когда имеется некоторая дополнительная инфо мация о векторе сдвига 
и/или о матрице вращения. Например, если известно, что углы Эйлера (, θ, ψ), представляющие 
матрицу R , лежат в некоторых известных пределах, то пределы изменения величины 
# = -2ctg( + ψ ) также известны. Это позволяет сразу отбрасывать некоторые корни полинома 
10-й степени W без вычисления матриц камеры. 
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ALGORITHMIC SOLUTION OF THE FIVE-POINT POSE PROBLEM 
BASED ON THE CAYLEY REPRESENTATION OF ROTATION MATRICES 

E.V. Martyushev1 

A new algorithmic solution to the five-point relative pose problem is introduced. Our approach is 
not connected with or based on the famous cubic constraint on an essential matrix. Instead, we use the 
Cayley representation of rotation matrices in order to obtain a polynomial system of equations from epi-
polar constraints. Solving that system, we directly obtain positional relationships and orientations of the 
cameras through the roots for a 10th degree polynomial. 

Keywords: five-point pose problem, calibrated camera, epipolar constraints, Cayley representation. 
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