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О СВЯЗИ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ РЕГУЛЯРИЗУЕМОСТИ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Л.Д. Менихе1 

Исследуется одна бесконечная серия достаточных условий регуляр-
зуемости интегральных уравнений. Доказано, что любые два из этих усл -
вий не являются эквивалентными, даже если ограничиться уравнениями с 
гладкими ядрами. 
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Введение 
Решение интегральных уравнений первого рода является некорректной задачей. В 1963 г. в 

работе [1] А.Н. Тихонов предложил метод регуляризации для решения некорректных задач. Д -
лее было выяснено, что метод регуляризации применим не ко всем некорректным задачам. З а д -
чи, к которым применим метод регуляризации, стали называть регуляризуемыми. В работе [2] 
было построено нерегуляризуемое интегральное уравнение. Таким образом, нахождение условий 
регуляризуемости превратилось в важную и актуальную задачу. 

В работах [3-11] исследовались различные условия регуляризуемости, использующие п о н -
тия теории двойственности банаховых пространств. 

В работах [12-14] условия регуляризуемости находились с помощью исследования свойств 
продолженного оператора. 

Достаточные условия регуляризуемости линейных обратных задач 
Пусть E и F - банаховы пространства, A:E —>F – линейный непрерывный инъективный 

оператор. 
Определение 1. Отображение A~1 называется регуляризуемым, если существует семейс-

во отображений такое, что для любого xе E 

В этом случае семейство {Rg} называется регуляризатором для A~1. Операторное уравнение 

Ax = y называется регуляризуемым, если регуляризуемо отображение A~1. В случае регуляр-
зуемости уравнения семейство может быть взято в качестве удовлетворительного п р -
ближенного решения некорректной задачи нахождения решения уравнения первого рода при 
приближенно заданной правой части y5 с точностью 8. 

Рассмотрим классическую ситуацию E = C(0,1), F = L2 (0,1). Будем предполагать, что о п -
ратор A непрерывен также и в L2 -норме. Тогда оператор A может быть продолжен по непр-
рывности на различные подпространства M, C(0,1)сMс L2 (0,1). 

В работе [2] было показано, что если продолжение A на некоторое L p (0,1), p > 2 имеет к -

нечномерное ядро, то отображение A~1 регуляризуемо. 

Теорема 1. Если интеграчъный оператор A: C(0,1) -^L2 (0,1) инъективен и его продолже-

ние на некоторое Lp(0,1), p>2 имеет конечномерное ядро, то A~1 регуляризуемо. 
Таким образом, мы имеем различные достаточные условия регуляризуемости. Это бесконе-

ная серия условий при разных p > 2. Возникает вопрос, не будут ли какие-то из этих условий 
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эквивалентными, если рассматривать не произвольные операторы A, а интегральные операторы 
с гладкими симметричными ядрами. 

В работе [14] был дан отрицательный ответ на этот вопрос. Оказалось, что все рассмотре-
ные в теореме 1 достаточные условия попарно не эквивалентны. 

В работе [13] доказывается такое усиление теоремы 1. 
Теорема 2. Если интегральный оператор A:C(0,1)—>L2(0,1) инъективен и его продолже-

ние на Loo(0,1) имеет конечномерное ядро, то A~1 регуляризуемо. 
Здесь также возникает естественный вопрос, не будут ли какие-нибудь достаточные условия 

из теоремы 1 эквивалентны достаточному условию из теоремы 2, если ограничиться операторами 
с гладкими ядрами. Из теоремы 3 следующего пункта следует отрицательный ответ на этот в -
прос. 

Сравнение условий регуляризуемости 
Пусть K(x,t) - непрерывная функция на квадрате [0,1]x[0,1]. Рассмотрим интегральный 

оператор 

(1) 

действующий из C(0,1) в L 2 (0,1). Через Q обозначим продолжение Q на L2(0,1). ОператорQ 
предполагается инъективным, так как здесь будет идти речь о регуляризуемости Q~ . Опер-
тор Q может и не быть инъективным. 

Теорема 3. Существует инъективным интегральный оператор из C(0,1) в L2(0,1) с гла-
ким симметричным ядром, продолжение которого по непрерывности на любое L (0,1), p > 2 

имеет бесконечномерное ядро, а продолжение на L^ (0,1) имеет конечномерное ядро. 
Заметим, что здесь слово ядро используется в двух различных смыслах, но из контекста ясно, 

что имеется в виду. 
Доказательство. Рассмотрим последовательность промежутков 

Определим следующую последовательность функций. Через hk(x) обозначим функцию на 
[0,1] с носителем B J k H такую, что 

Через M обозначим наименьшее замкнутое подпространство L2(0,1), содержащее все 

функции hk(x). Пусть C 0 (a,b) - подпространство C(a,b), состоящее из финитных функций, 
т.е. бесконечно дифференцируемых и равных нулю в окрестностях точек a и b . 

Для доказательства теоремы рассмотрим следующую лемму из [2]. 
Лемма 1.Пусть h(t)e L2(a,b) и 

Тогда 

Теперь покажем, что в ортогональном дополнении N к M существует полная ортонорми-
рованная система такая, что n = 1,2,.... Для этого убедимся, что 

Из этого и будет следовать, что в N существует полная ортонормированная 

система из финитных функций, так как в этом случае из можно выбрать линейно 
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то 

(6) 

г д е n -й коэффициент Фурье функции f(t) по системе \у/n (t )} , т а к к а к Р а д 

в формуле (5) по теореме Лебега можно почленно интегрировать. Из (6) следует bn = 0, 
n = 1,2,..., т.е. f(t)eM . Ясно также, что из f(t)eM следует f(t)e kerQ. Таким образом д о к -
зано, что kerQ=M. Для того, чтобы ядро Q было симметричным, достаточно положить 
<рn=у/n. Отсюда следует, что Q удовлетворяет условиям теоремы. В самом деле, продолж-
ние Q по непрерывности на любое L (0,1) имеет бесконечномерное ядро, так как оно содержит 

все функции hk, начиная с некоторого номера. А продолжение Q на L^ (0,1) имеет нулевое я -
ро, так как в M все функции, кроме тождественного нуля, не ограничены. Теорема доказана. 

Из этой теоремы следует, что достаточные условия регуляризуемости для любого p из тео
ремы 1 и достаточное условие из теоремы 2 не эквивалентны, так как для построенного в теор-
ме 3 оператора Q теорема 1 не дает ответа о регуляризуемости Q~ , в то время как из теоремы 2 
следует регуляризуемость Q~ . 
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Тогда ясно, что ряд (4) сходится равномерно и сходятся равномерно ряды, полученные его по
членным дифференцированием произвольное число раз, и, следовательно, K(x,t) - бесконечно 
дифференцируемая функция на квадрате [0,1] х [0,1]. 

Теперь покажем, что Действительно, если 

(5) 
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ON CONNECTION BETWEEN SUFFICIENT CONDITIONS 
OF REGULARIZABILITY OF INTEGRAL EQUATIONS 

L.D. Menikhes1 

In this paper some infinite series of sufficient conditions of regularizability of integral equations is 
investigated. It is proved, that any two of these conditions are not equivalent, even if the integral equa
tions have the smooth kernels. 

Keywords: regularizability, integral equations, smooth kernels. 
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