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КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 
АППРОКСИМАЦИИ 

Д.А. Силаев 

В работе предлагается метод построения квадратурной формулы высокого поряд­
ка аппроксимации для широкого класса областей, основанный на приближении глад­
кой функции на плоскости полулокальным сглаживающим сплайном или S'-сплайном. 
Полулокальные сглаживающие сплайны были введены Д.А. Силаевым. Ранее рас­
сматривались и применялись сплайны 3-й и 5-й степени. Настоящая работа посвя­
щена использованию S'-сплайнов более высоких степеней. Появление устойчивых S-
сплайнов класса (7° (только непрерывных), состоящих из полиномов высокой степени 
п (п = 9,10) позволило получить квадратурные формулы 10-го и 11-го порядков ап­
проксимации. Предполагается, что интегрируемая функция принадлежит классу Сp 

(p = 10,11) в несколько большей области, чем исходная область, по которой ведется 
интегрирование. Предполагается также, что граница области задана параметрически, 
что позволяет с высокой степенью точности учесть границу области. Подобный подход 
возможен и для построения кубатурных формул. 

Ключевые слова: аппроксимация; сплайны; интегралы; квадратурные формулы; 
численные методы. 

Введение 
Теория квадратурных формул направлена на получение приближенных формул для 

вычисления интеграла, максимально точных при наименьшем числе узлов [1-4]. Составные 
квадратурные формулы (формула трапеций, Симпсона и т.п.) можно интерпретировать как 
формулы, полученные с помощью приближения интегрируемой функции интерполяцион­
ным сплайном типа Лагранжа (локальными сплайнами). Использование глобальных сплай­
нов также приводит к квадратурным формулам [5, 6]. Функции многих переменных могут 
быть приближены суммой произведений функций одной переменной [7], что приводит к 
построению квадратурных и кубатурных формул. Однако, существенным недостатком ис­
пользования глобальных сплайнов является отсутствие удобных алгоритмов их построения 
для случая высоких степеней (выше 3, 5). Остается большой трудностью аппроксимация 
интегрируемой функции в окрестности границы области [8, 9]. 

На плоскости рассматривается ограниченная область с границей 7 = 9 . Предпола­
гается, что граница задана параметрически 
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где ж, у € С 1 + е - заданные периодические функции, т.е. , пер­
вые производные функций по ж, у удовлетворяют условию Гельдера с порядком е > 0. В 
несколько большей области $ рассматривается гладкая функция т.е. она имеет 
непрерывные ограниченные п + 1 частные производные. Квадратурная формула имеет вид: 

(1) 
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будем предполагать, что если функция f € Сn+1[a, b] задана в узлах равномерной сетки 
xk = a + kh, k = 0 ,1 , . . . , K своими значениями yk, то |yk — f(xk)| < Ch^n+1'. Здесь L - число 
групп, па которые разбита исходная таблица значений приближаемой функции, или число 
полиномов, составляющих сплайн. Кроме того, здесь M + 1 - количество точек осреднения, 
m + 1 - количество точек, входящих в область определения l-го полинома gl, ξl - точка 
привязки полинома gl, M — m + 1 - число таких точек, значения которых участвуют при 
определении двух соседних полиномов, составляющих S-сплайн, M > m + 1 ([12]). 

Определение 1. S-сплайном назовем функцию Sm,M(x), которая совпадает с полиномом 
gl(x) на каждом отрезке ξl < x < ξl + 1 . 

Система линейных алгебраических уравнений, которой должны удовлетворять коэффи­
циенты полиномов S-сплайна, состоит из уравнений двух видов: а) уравнений склейки для 
каждой пары последовательных полиномов (2); б) уравнений для определения коэффици­
ентов при старших степенях полиномов по коэффициентам при младших степенях. Сделаем 
замену переменных a ˜ i = aih

i, i = 0 ,1 , . . . , n. 
Обозначим через 

(3) 

Здесь l = 0 , . . . , L — 1 - номер полинома, причем если l = 0, то в периодическом случае 
выражение a ˜ l

k~ означает a ˜ L
k~ . В дальнейшем, если это не вызовет путаницы, мы будем 

опускать волну над переменными al
k. Запишем систему для определения коэффициентов 

полиномов в матричной форме. Для этого обозначим через 

Здесь прямоугольные матрицы AQ И B 1 имеют размерности (n — p) х (p + 1) и (p + 1) х (n — p) 
соответственно, размерности квадратных матриц A 1 ж Bо (n — p)х(n — p)и(p + 1)х(p+1). 
Пусть, кроме того, 

Тогда уравнения а) склейки для каждой пары последовательных полиномов (2) примут вид: 

(5) 

а уравнения б) для определения коэффициентов при старших степенях полиномов по коэф­
фициентам при младших степенях: 

(6) 
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Пусть, кроме того, числа m, M,p,n таковы, что detA1 = 0, и собственные значения мат­
рицы U по модулю меньше единицы, т.е. 

(10) 

Тогда периодический сплайн с узлами на равномерной сетке имеет дефект 
n — p, и для x € [a, b] справедливы, следующие оценки: 

(И) 

x = ξl
 пРи r = p + 1,... ,n; в этом случае 

Аналогичные утверждения справедливы и для непериодического случая (см. [12]). 
Собственные числа матрицы U определяются из уравнения 

(12) 

Для случая малых значений M (при 3 < M < 20) в результате расчета были получены 
значения собственных чисел матрицы U. Как показано в случаях n = 3 и n = 5, для обеспе­
чения условия устойчивости, т.е. выполнения неравенства (10), необходимо перекрывание. 
Это означает, что имеются такие элементы исходной таблицы значений функции, которые 
участвуют в определении коэффициентов не менее двух соседних полиномов, составляющих 
сплайн. Если перекрывание достаточно большое, то это в ряде случаев является и доста­
точным условием [13]. На практике наиболее употребительными являются те сплайны, для 
построения которых используется небольшое число точек осреднения M. Некоторые наибо­
лее интересные полученные значения m и M можно найти в таблице работы [12]. Показано, 
что в случае p = 0 жn = M, 1 < m < M — 1 матрица U есть число, равное 0. В этих случаях 
S—сплайны обладают высокими аппроксимационными свойствами и удобны, например, для 
построения формул численного интегрирования (квадратурных, кубатурных). 

4. Фундаментальный ^-сплайн 
Фундаментальный периодический S-сплайн Bj(x) - это S-сплайн, построенный по дан­

ным y = (y 0 , y1, . . ., yK ) € R K + 1 вида: - символ Кронекера. 
Легко видеть, что линейная комбинация 

является S-сплайном, приближающим данные {yi\i = 0 ,1 , . . . , K}. Непериодические фун­
даментальные сплайны дополняются сплайнами с начальными условиями y'0, y 0 , . . . , y( p )(0), 
принимающими значения 0 или 1. 

5. Двумерный полулокальный сглаживающий сплайн 
класса Сp 

5.1. Построение tp — г — б'-сплайна на круге 
Будем рассматривать на единичном круге полярные сетки: 
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5.6. Квадратурные формулы для двумерных односвязных областей 

(18) 

где 

(19) 

(20) 

Заметим, что выражение в (20), стоящее под знаком интеграла, есть произведение функций, 
каждая из которых зависит лишь от одной переменной, что весьма существенно. Применять 
формулы типа (17) становится неудобно, так как граница 7 будет проходить внутри части 
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5.8. Оценка точности квадратурной формулы 
для двумерных односвязных областей 
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Здесь yij = f(φi,rj) - значения функции f в узлах сетки, весовые коэффициенты cij 

определены формулами (22), (23), суммирование поизводится лишь по тем индексам i и j , 
для которых (φi,rj) € δ. 
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Quadrature Formulas with High Order Approximation 
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In the article the method of creation the quadrature formulas with high order 
approximation for a wide class of the areas is given. This method is based on approach 
of smooth function on the plane by the semilocal smoothing spline or S-spline. Semilocal 
smoothing splines are initiated by D.A. Silaev. Earlier the splines of the third and fifth 
degree are considered and applied. This work is devoted to use of S-splines of higher degrees. 
Steady S'-splines of a class of C° (only continuous), consisting of polynoms of high degree of 
n (n = 9,10) makes it possible to receive quadrature formulas of the 10th and 11th orders 
of approximation. It is supposed that integrand function belongs to Cp class (to p = 10,11) 
in a bigger area, than initial area on which integration is conducted. It is also supposed 
that the border of area is set parametrically that helps to consider area border with a fine 
precision. Similar approach is possible for the construction of cubature formulas. 

Keywords: an approximation; a spline; integrals; quadrature formulas; numerical 
methods. 
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