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При исследованиях в различных областях приложений, если моделируемый 
процесс обладает последействием, возникает необходимость изучения интегро-
алгебраических уравнений (ИАУ). В частности, в виде ИАУ можно записать систе­
му взаимосвязанных интегральных уравнений Вольтерра I, II рода и алгебраических 
уравнений. В работе рассматриваются линейные ИАУ, для численного решения кото­
рых были сконструированы многошаговые методы, основанные на явных методах типа 
Адамса и экстраполяционных формулах. Ранее была доказана сходимость предлагае­
мых алгоритмов. 

В данной работе показано, что полученные многошаговые алгоритмы обладают 
свойством саморегуляризации, а параметром регуляризации является шаг сетки, опре­
деленным образом связанный с уровнем погрешности правой части рассматриваемых 
систем. Результаты численных расчетов иллюстрируют теоретические выкладки. 

Ключевые слова: интегро-алгебраические уравнения; многошаговые методы; са­
морегуляризация. 

Введение 
В середине 70-х годов началось активное исследование и построение численных методов 

решения обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

(1) 

(2) 

где A(t), B(t)— (nxn) матрицы, f(t) и x(t) - n -мерные известная и искомая вектор-функции. 
Предполагается, что 

detA(t) = 0. (3) 

Системы (1), (2) с условием (3) принято называть дифференциально-алгебраическими 
уравнениями (ДАУ). Такие задачи принципиально отличаются от дифференциальных урав­
нений, разрешенных относительно производной. 

Интерес к ДАУ возник в связи с их большим прикладным значением. Пожалуй, пер­
вая такая задача появилась при решении интегро-дифференциального уравнения, описы­
вающего процесс переноса нейтронов [3]. Другие важные прикладные задачи приведены в 
[8, 15, 16]. 

Первая статья, в которой проведен детальный анализ неявной схемы Эйлера для задачи 
(1), (2) с постоянными матрицами вышла в 1975 году [7]. С той поры Ю.Е. Бояринцев 
опубликовал целую серию монографий, посвященных исследованию ДАУ [4 -8 ] . 
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В отличии от ОДУ для ДАУ нельзя задавать начальные условия произвольным образом, 
они должны быть согласованы с правой частью. Одним из подходов согласования начальных 
данных для ДАУ является иная запись исходной задачи (1), (2), а именно, интегральная 
форма 

В данной работе рассмотрены более общие системы интегральных уравнений. Если пра­
вая часть таких уравнений задана с погрешностью δ, то показано, что выделенный класс 
многошаговых методов порождает регуляризирующий алгоритм с параметром регуляриза­
ции hыпагом дискретизации, определенным образом связанным с нормой возмущений пра­
вой части. 

1. Постановка задачи и ее свойства 
Рассмотрим систему интегральных уравнений 

(4) 

где A(t) и K(t, s) - (n х n) матрицы, f(t) и x(t) - n -мерные известная и искомая вектор-
функции. Предполагается, что элементы A(t),K(t,s), f(t) обладают необходимой степенью 
гладкости. Под решением исходной задачи (4) будем понимать любую непрерывную вектор-
функцию x(t), обращающую (4) в тождество. 

Принята следующая классификация систем (4) (см., например, [12, 17]) : 
a) если A(t) = 0, то такие системы принято называть системами интегральных уравне­

ний Вольтерра (СИУВ) первого рода; 
b) если detA(t) = 0 Vt € [0,1], в частности, если A(t)— единичная матрица, то СИУВ 

второго рода; 
c) если detA(t) = 0, tj € [0,1], j = 1,2, ...M, то СИУВ третьего рода. Точки tj принято 

называть сингулярными (особыми) точками. 
В данной работе рассмотрен случай, когда матрица A(t) тождественно вырожденная, 

т.е. 
detA(t) = 0. (5) 

Системы (4) с условием (5) принято называть интегральными аналогами 
дифференциально-алгебраических уравнений [14], вырожденными СИУВ [11], СИУВ 
четвертого рода и интегро-алгебраическими уравнениями (ИАУ) [18], [19]. 

Отметим характерные свойства рассматриваемых задач: 
a) Система (4) может иметь множество решений. 
b) Рассматриваемые задачи являются неустойчивыми к возмущениям входных данных. 

То есть задача 
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может не иметь решения или 
В качестве иллюстрации приведем несколько примеров. 

Пример 1. Рассмотрим систему 

При d = 1 данная система имеет семейство решений u(t) = (t), v(t) = — /( t) , где (t) — 
любая функция из класса C [

1
0 1] . 

Пример 2. Рассмотрим систему 

При δ 1 = δ2 = 0 данная система имеет единственное решение 
Пои δ = 0, δ = 0 система имеет решение Таким образом, если 

Если при 
δ^0. 

Пример 3. Рассмотрим систему 

где δ4 и δ 3 - скалярные малые параметры. 
При δ 3 = δ4 = 0 данная система имеет только тривиальное решение, но если δ 3 = 0,δ4 = 

0, то решение данной системы примет вид: 

Пример два относится к классическим некорректно поставленным задачам: нахождение 
полуобратных матриц и восстановление производной. В примере 3 <хорошее> возмущение 
(δ 3 не меняет ранг матрицы A(t)) изменяет структуру матричного пучка λA(t) + B(t). 

В дальнейшем изложении нам потребуются ряд определений и вспомогательные утвер­
ждения. 

В 1987 году вышла первая работа, посвященная ИАУ, в которой были сформулированы 
достаточные условия существования единственного непрерывного решения для рассматри­
ваемого класса задач [14]. 

Определение 1. [14]. Пучок матриц λA(t) + B(t) удовлетворяет критерию -^ранг-
степень» на отрезке [0,1] (имеет индекс один, имеет простую структуру), если 

где λ скаляр, символ deg (.) означает показатель степени многочлена (.), а операция deg(O) 
не определена. 

Теорема 1. [14]. Пусть для задачи (4) выполнены, условия: 
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2. Пучок λA(t) + K(t,t) удовлетворяет критерию <ранг-ст,епенъ» на отрезке [0,1]; 
3. rankA(0) = rank(A(0) | f(0)). 
Тогда исходная система имеет единственное непрерывное решение. 

В примере 3, как отмечалось выше, «хорошие> возмущения не меняют ранга матрицы 
A(t), но меняют структуру матричного пучка: 

таким образом, степень определителя пучка матриц зависит от значения δз: 

Нарушается второе условие теоремы 1, условие «ранг-степень:», отвечающее за отсутстие 
сингулярных точек в решении. И при решении возмущенной задачи (см. выше пример 3) 
при δз = 0 решения не существует. 

2. Численный метод 
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Относительно сходимости предложенных методов (7) в [9] была доказана следующая 
теорема. 

Теорема 2. [9]. Пусть для задачи (4) выполнены условия: 
1. элементы 
2. пучок λA(t) + K(t, t) удовлетворяет критерию <ра,нг-степень» на всем отрезке 

[0, 1]; 
3. rankA(0) = rank(A(0) | f(0)). 
4- для начальных значений справедливо 
Тогда метод (7) при k ≤ 5 сходится к точному решению с порядком k + 1, то есть, 

справедлива оценка 

3. Устойчивость метода к возмущениям исходных данных 
Рассмотрим возмущенную задачу 

(8) 

Как уже отмечалось выше, рассматриваемые задачи относятся к классу условно кор­
ректных задач и 

Покажем, что (7) является регуляризирующим алгоритмом, если связать h и δ опреде­
ленным образом. Выпишем для (8) схему (7): 

(9) 

Введем вектор погрешности решения и оценим его норму в метрике C. 
Данный вектор удовлетворяет системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

2013, том 6, № 4 9 



М.В. Булатов, О.С. Будникова 

10 Вестник ЮУрГУ. Серия «Математическое моделирование и программирование» 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Таблица 2 

Таблица 3 

Таблица 4 

Результаты численных экспериментов хорошо согласуются с теоретические выкладками. 
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ номер 11-01-00639-а и 13-01-93002-

Вьет-а. 
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There is the necessity to study integral-algebraic equations if a prototype process has 
an aftereffect at the analysis of various areas of science. Particularly, a system of interrelated 
Volterra equations of the first and second kind and algebraic equations can be written as 
integral-algebraic equation. In this paper linear integral-algebraic equations are considered. 
We have constructed multistep methods for numerical solutions of IAEs. These methods 
are based on Adams quadrature formulas and on extrapolation formulas as well. We have 
proven suggested algorithms convergence. In this paper we show that our multistep methods 
have a property of self-regularizing; and regularization parameter is the step of a grid, which 
is connected with the level of accuracy of right-part error of the system under consideration. 
The results of numerical experiments illustrate theoretical computations. 

Keywords: integral-algebraic equations; multistep methods; self-regularization. 
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