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ИТЕРАЦИОННЫЕ АЛГОРИТМЫ НЬЮТОНОВСКОГО 
ТИПА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ К ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ 
ГРАВИМЕТРИИ 
В.В. Васин, Е.Н. Акимова, А . Ф . Миниахметова 

В статье представлен краткий обзор подходов к построению итерационных про­
цессов ньютоновского и градиентного типов для устойчивой аппроксимации реше­
ний нелинейных нерегулярных операторных уравнений в гильбертовых пространствах. 
Для двухэтапного алгоритма, основанного на схеме регуляризации Лаврентьева и мо­
дифицированном методе Ньютона, формулируются теоремы сходимости и обсужда­
ются результаты численного решения трехмерной обратной задачи гравиметрии для 
модели двухслойной среды. 

Ключевые слова: нерегулярное операторное уравнение, модифицированный метод 
Ньютона, обратная задача гравиметрии. 

Введение 
Нелинейное уравнение первого рода 

(1) 

c оператором A, действующим на паре вещественных гильбертовых пространств U, F, и име­
ющим разрывный обратный оператор A~ 1 , служит достаточно общей формой постановки 
обратных некорректно поставленных задач. Ввиду нелинейности оператора A и прибли­
женного задания правой части, | |f - fδ|| ≤ δ основными методами приближенного решения 
уравнения (1) являются итерационные процессы градиентного и ньютоновского типов, учи­
тывающие нерегулярность задачи (1). 

В современных исследованиях условно можно выделить несколько подходов к постро­
ению регулярных итерационных процессов для устойчивой аппроксимации решения некор­
ректно поставленной задачи (1). 

Первый из них, основанный на идее итеративной регуляризации, связанной с введением 
переменных управляющих параметров (т.е. параметров регуляризации) и их априорном или 
апостериорном выборе, гарантирующим сходимость итераций. Примером могут служить 
построенные на этой методологии итеративно регуляризованные методы Ньютона и Гаусса-
Ньютона, предложенные и исследованные в работах [1-3]: 

(2) 

(3) 

и метод Левенберга-Марквардта 

(4) 

который получается из метода Гаусса-Ньютона (3) заменой начального приближения u0 

итерацией u k , полученной на предыдущем шаге. Отметим здесь работы [4-6], в которых 
исследовался этот процесс. 
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Во втором подходе управляющие параметры фиксированы либо отсутствуют, но при 
этом формулируется правило останова итераций в зависимости от уровня погрешности 5, 
например, из принципа невязки 

На этом пути были исследованы метод Ландвебера [7, 8] 

(5) 

а также нелинейные аналоги метода наискорейшего спуска (МНС) 

(6) 

и метода минимальной ошибки (ММО) 

(7) 

предложенные и исследованные в работе [9]. 
В третьем подходе, развитом в работах [10-11], методы ньютоновского типа, напри­

мер, (3), (4), приобретают вид: 

(8) 

т.е. вводится дополнительный демпфирующий множитель 7 и управляющие параметры а, /3 
допускаются быть различными и могут выбираться независимо, только /3 > а. Такая трех-
параметрическая форма итерационного процесса открывает дополнительные возможности 
при исследовании сходимости итераций, получении оценок погрешности и позволяет из­
бавиться в некоторых случаях от дополнительных структурных условий на оператор A. 
Данная методика допускает следующую интерпретацию. Строится двухэтапный алгоритм, 
в котором на первом этапе исходное уравнение регуляризуется методом Тихонова 

(9) 

а затем к уравнению (9) при фиксированном параметре а применяется итерационный про­
цесс (8) или его модифицированные аналоги [10-13] 

(10) 

(11) 
Заметим, что в отличие от (10) процесс (11) аппроксимирует решение регуляризованного 

уравнения 

отличное от (9). 
Если операторное уравнение (1) допускает регуляризацию в форме метода Лаврентьева 

(12) 

то для аппроксимации решения иа регуляризованного уравнения (12) применимы метод 
ньютоновского типа 

(13) 
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Во многих прикладных задачах, в частности, в обратных задачах геофизики, соотно­
шения (15) для норм производной оператора A не выполняются для всех элементов u£U, 
но их можно удовлетворить лишь для некоторого подмножества Q € U [19], [20]. Чтобы 
охватить этот случай и построить сходящийся итерационный процесс, достаточно несколь­
ко модифицировать итерационную схему (14) и перейти к процессу 

(21) 

где T - оператор шага метода (14), PQ- оператор метрического проектирования на выпуклое 
замкнутое подмножество QGU. 

Заметим, что оператор PQ определен на всем пространстве U и является однозначным 
псевдосжимающим отображением с константой ν = 1 в соотношении (19) (см. [18], следствие 
(3.12)). Предполагаем, что регуляризованное решение u α принадлежит Q. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (15) для u € Sr(uα) П Q и все требования к опера­
тору A '(uα) и к выбору параметров r, α, β , γ из теоремы 1. Тогда при u0 € Sr(uα) П Q 
последовательность, генерируемая процессом (21), сходится сильно к u α , и выполнено со­
отношение (16). 

Доказательство. Учитывая псевдосжимаемость операторов T и PQ, имеем 

(22) 

Из (22) при u = u k следует существование предела 

что влечет 

что означает принципиальную возможность аппроксимации последовательностью u k , по­
рождаемой процессом (14), искомого решения уравнения (1). 
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Объединяя (23), (24) с (17), приходим к соотношению 

Неравенство (16) есть следствие псевдосжимаемости оператора PQT (см. [18], теорема 
1.8). 

• 
Замечание 1. Из теорем 1, 2 следует, что итерационная последовательность u k , генерируе­
мая процессами (14), (21), порождает сильную аппроксимацию регуляризованного решения 
u α , т.е. решения уравнения (12). При наличии теоремы сходимости (см., например, [14]) ре-
гуляризованных решений u α ( δ ) к точному решению û  уравнения (1), приходим к цепочке 
соотношений 
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Замечание 2. Методы ньютоновского и градиентного типов широко используются при 
решении обратных структурных задач гравиметрии и магнитометрии (см., например, [19])-
[22]). В работе [19]) в серии численных экспериментов для обратной задачи гравиметрии с 
модельными и реальными данными было показано, что для достижения одной и той же точ­
ности при решении задачи неявные регуляризованные методы Ньютона, Гаусса-Ньютона и 
Левенберга-Марквардта уступают методам наискорейшего спуска (6) и минимальной ошиб­
ки (7) по затратам машинного времени. Это связано с тем, что пересчет и обращение опе­
ратора (в дискретной форме - матрицы) на каждом шаге процесса - весьма трудоемкая 
процедура. 

Однако использование модифицированных методов в форме (10), (11), (14) существенно 
меняет ситуацию. Нахождение очередного приближения u к + 1 в этом случае сводится (после 
дискретной аппроксимации уравнения) к решению СЛАУ с постоянной симметричной по­
ложительно определенной матрицей, что можно реализовать очень экономично, привлекая, 
например, метод квадратного корня или градиентные методы (см. раздел 2). 

2. Восстановление модельного решения 
в обратной задаче гравиметрии 
В декартовой системе координат с осью z, направленной вниз, уравнение гравиметрии 

имеет вид 

(25) 

где γ - гравитационная постоянная, σ = σ2 - σ 1 - скачок плотности на поверхности раз­
дела сред, описываемой функцией u(x,y), подлежащей определению, f(x,y)- аномальное 
гравитационное поле, вызванное отклонением поверхности от асимптотической плоскости, 
z = H- горизонатльная асимптотическая плоскость, т.е. для искомого решения uˆ(x, y) вы­
полнено соотношение 

Так как первое слагаемое в (25) не зависит от u(x, y), то уравнение (25) можно записать 
в виде 

(26) 

где 
Производная оператора A в точке u 0(x ,y) выражается формулой 

Применяя к интегральному уравнению (26) двумерный аналог формулы прямоуголь­
ников с равномерной сеткой по каждой переменной с шагом x , y , получаем систему 
нелинейных уравнений 
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Рис. 1. Модельное решение задачи и синтетическое поле 

На рис. 2 изображены численные решения задачи гравиметрии для точной и зашумлен-
ной правой части (с добавлением шума 5%). 

32 Вестник Ю У р Г У . Серия Математическое моделирование и программирование 

относительно неизвестного вектора u j , i = u ( x j , y i ) , j = 1,2,..., m 1 , i = 1,2,..., m 2 , которую 
перепишем в векторно-матричном виде 

(27) 

где u n , fn- векторы размерности n = m 1 × m2. 
Дискретный аналог производной A'(u0) принимает форму 

(28) 

где (при u 0(x ,y) = const) A0n- симметричная матрица, компоненты которой вычисляются 
по формуле (28). 

Рассмотрим модель двухслойной среды. Выберем начальное приближение u0 = H -
const, а модельное решение определим формулой 

заданной на области D = {0 ≤ x ≤ 90, 0 ≤ y ≤ 100}. 
Построим сетку с шагом x = y = 1, n = 9000 и положим σ = 0.25, H = 5. 
Заметим, что на множестве вида Q = {0.5 ≤ u(x , y ) ≤ 10} выполнены условия (15) 

(см. [19]), что позволяет пользоваться теоремой 2. Кроме того, при принятых данных матри­
ца A 0

n - симметричная и положительно определенная, для которой вычисленное минималь­
ное собственное число составляет λm i n 0.0007, а число обусловленности cond(A0

n) 12206. 
Это означает, что для матрицы A ' (u0) , аппроксимирующей оператор A'(u0) при u0 = 5 

выполнены предположения теоремы 2, следовательно, для решения системы нелинейных 
уравнений (27) можно применить модифицированный метод Ньютона (14). Поскольку ите­
рационные точки uk

n при численной реализации процесса не выходят из множества Q, то в 
экспериментах PQ = I. 

На рис. 1 изображено модельное решение обратной задачи гравиметрии и синтетическое 
поле (правая часть уравнения (25)), полученное путем решения прямой задачи гравиметрии 
для области D. 
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Рис. 2. Приближенные решения задачи для точной и зашумленной правой части 

Таблица 
Относительные погрешности 

Заключение 
Численные эксперименты, выполненные для модельной задачи гравиметрии, показа­

ли, что при решении системы нелинейных уравнений (27) с числом неизвестных n = 9000 
модифицированный метод Ньютона (14) демонстрирует существенно более высокую эконо­
мичность по затратам машинного времени, чем итеративно регуляризованный метод Нью­
тона (2). Это связано с тем, что при нахождении очередного приближения по методу (2) тре­
буется пересчитывать матрицу A n(uk) в итерационной точке, в то время как для метода (14) 
матрица A n(u0) постоянна на всех этапах процесса. Кроме того, ввиду несимметричности 
A n(uk) необходимо переходить к уравнению вида 
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что увеличивает число операций и ухудшает обусловленность системы уравнений. Напри­
мер, для получения относительной погрешности 1 и 10 - 4 при точной правой части время 
решения задачи модифицированным методом Ньютона (14), на каждом шаге которого ис­
пользовался метод минимальной ошибки, составило менее минуты, а методом Ньютона (2) -
около одного часа. Модифицированные процессы (10), (11), (14) могут оказаться полезными 
при решении обратных задач зондирования ([8], стр. 77), в которых из-за многовариантности 
расчетов экономичность алгоритмов приобретает первостепенное значение. 

Работа выполнена при финансовой поддержке УрО РАН в рамках программы Прези­
диума РАН №18 (проект 12-П-15-2019) и при поддержке РФФИ (проект 12-01-00106). 
Данное исследование в УрФУ было частично поддержано грантом Правительства РФ 
№ 11.G34.31.0064. 
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The paper gives a brief overview of approaches to the construction of iterative processes 
of the Newton and gradient type for stable approximation of solutions to nonlinear 
irregular operator equations in Hilbert spaces. For two-stage algorithms based on Lavrentiev 
regularization scheme and a modified Newton’s method the convergence theorem are 
formulated and the results of numerical solution to three-dimensional inverse gravimerty 
problem for two-layer model are discussed. 
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