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НАЧАЛЬНО-КОНЕЧНЫЕ ЗАДАЧИ 
Д Л Я НЕКЛАССИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

С.А. Загребина 

Неклассическими называют те модели математической физики, чьи представле
ния в виде уравнений или систем уравнений в частных производных не укладыва
ются в рамках одного из классических типов - эллиптического, параболического или 
гиперболического. Статья содержит обзор результатов автора в области неклассиче
ских моделей математической физики, для которых рассмотрены начально-конечные 
задачи, обобщающие условия Коши и Шоуолтера - Сидорова. Абстрактные результа
ты проиллюстрированы конкретными начально-конечными задачами для уравнений и 
систем уравнений в частных производных, возникающих в последнее время в прило
жениях, а именно, в теории фильтрации, гидродинамике и мезоскопической теории, и 
рассмотренных на множествах различной геометрической структуры. 

Ключевые слова: неклассические модели математической физики, модель Плот
никова, система Навье - Стокса, уравнение Баренблатта - Желтова - Кочиной, 
(многоточечные) начально-конечные задачи, относительный спектр. 

Введение 
В настоящее время развитие современных высоких технологий приводит к необходи

мости исследования физических процессов, возникающих в инжиниринге. В связи с этим 
возникает необходимость построения адекватных математических моделей и их дальнейшее 
изучение. В данной статье предполагается рассмотреть следующие модели. 

I. Пусть - ограниченная область с границей dQ класса С°°. В цилиндре Q x R + 

рассмотрим модель Плотникова [1, 2] 
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которая является линеаризацией в нуле системы уравнений фазового поля, описывающих 
в рамках мезоскопической теории фазовые переходы первого рода. Здесь Л € К, а, (3 € С, 
функции / и g отвечают внешнему воздействию на систему. 

П. Пусть теперь Q С W1, п € {2, 3} - ограниченная область с границей dQ класса С°°. 
Система уравнений Навье - Стокса 

моделирующая динамику вязкой несжимаемой жидкости, была получена в 1845 году. Здесь 
вектор-функция v = (v\,V2, • • • ,vn), vm = vm(x,t) соответствует скорости жидкости, функ
ция р = р(х, t) - давлению, параметр v € R + характеризует вязкость. За истекшее время 

(0.2) 
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—оо < a < τо < τ\ < τ2 < . . . < τn < b < +оо, Pj - относительно спектральные проекторы 
(которые будут определены позднее). Заметим, что если n = 1, то (0.8) превратится в более 
простую задачу 

История задачи (0.7), (0.9) начинается с одной стороны в [15], где она названа задачей 
Веригина, а с другой стороны и независимо - в [16], где она названа задачей сопряжения. 
Однако в обоих случаях вместо относительно спектральных проекторов Pin и Pfin рассмат
риваются спектральные проекторы оператора L, причем L вдобавок предполагается самосо
пряженным. Наш подход основан на концепции относительного спектра, предложенной Г.А. 
Свиридюком [17], и развитой его учениками [18-20], в частности, В.Е. Федоровым. Кроме 
того, методы, предложенные Г.А. Свиридюком, стали фундаментом алгоритмов численного 
решения уравнений леонтьевского типа (т.е. конечномерных уравнений Соболевского типа), 
которые в свою очередь сыграли важную роль в численных исследованиях экономических 
[21-23] и технических моделей [24, 25]. 

Первые результаты в этом направлении изложены в [26], где рассмотрен частный случай 
задачи (0.9) причем с более жесткими чем здесь условиями на L-спектр оператора M. В [27] 
рассмотрена задача (0.9), но для тех же условий на L-спектр оператора M, что и в [26], одна
ко в этом случае отмечена возможность большего произвола в относительно спектральных 
условиях. 

Необходимо отметить, что в настоящее время начально-конечные задачи для некласси
ческих уравнений математической физики активно изучаются, в том числе и на множествах 
различной геометрической структуры [28-30]. Заметим еще, что если σf

L
in(M) = 0, то задача 

(0.9) превращается в задачу Шоуолтера - Сидорова [31] P(u(0) — uQ) = 0 и поэтому счи
тается естественным обобщением последней [32], которая, в свою очередь, обобщает задачу 
Коши. 

Статья кроме вводной части и списка литературы содержит семь параграфов. Первый 
параграф посвящен исследованию задачи (0.7), (0.9), причем оператор M сильно (L,p)-
радиален [33]. В качестве конкретной интерпретации во втором параграфе статьи показы
вается однозначная разрешимость начально-конечной задачи (0.9) для системы уравнений 
(0.1). Частный случай этих результатов был получен в [34]. В-третьем параграфе рассмат
ривается задача (0.7), (0.9) в случае (L, p)-секториальности оператора M [35]. Данные аб
страктные результаты проиллюстрированы конкретным примером, приведенным в четвер
том параграфе. Здесь приведена теорема об однозначной разрешимости начально-конечной 
задачи для системы Навье - Стокса (0.2), (0.3) [36]. В пятом параграфе приводится обобщен
ная теорема о расщеплении, которая используется в шестом параграфе при доказательстве 
однозначной разрешимости многоточечной начально-конечной задачи (0.8) для уравнения 
Соболевского типа с (L, p )-ограниченным оператором M (0.7) [37]. В последнем, седьмом, па
раграфе рассматривается начально-конечная задача для уравнений Баренблатта - Желто-
в а - Кочиной на конечном связном ориентированном графе (задача (0.4) - (0.6)), результаты 
которой опубликованы в [38]. 

Наконец заметим, что все рассмотрения проводятся в вещественных банаховых про
странствах, однако при рассмотрении «спектральных вопросов> вводится их естественная 
комплексификация. Все контуры ориентированны движением против часовой стрелки и 
ограничивают области, лежащие слева при таком движении. 
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1. Относительно сильно p-радиальный оператор 
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2. Линеаризованная система уравнений фазового поля 
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5. Обобщенная теорема о расщеплении 
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С . А . З а г р е б и н а 

The models of Mathematical Physics, whose representation in the form of equations 
or systems of partial differential equations do not fit one of the classical types such as 
elliptic, parabolic or hyperbolic, are called nonclassical. The article provides an overview of 
the author's results in the field of nonclassical models of Mathematical Physics for which 
the initial-finite problems, generalizing the Cauchy and Showalter, Sidorov conditions, 
are considered. Basic method for the research is the Sviridyuk relative spectrum theory. 
Abstract results are illustrated by the specific initial-finite problems for the equations and 
systems of equations in partial derivatives occurring in applications, namely, the theory 
of filtration, fluid dynamics and mesoscopic theory, considered on the sets of different 
geometrical structure. 

Keywords: nonclassical models of Mathematical Physics, Plotnikov model, the Navier 
- Stokes system, the Barenblatt - Zheltov - Kochina equation, the (multipoint) initial-finite 
problems, the relative spectrum. 
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