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Целью статьи является численное исследование решения начально-краевой зада­
чи для модели термоконвекции ненулевого порядка. Рассматривается система, которая 
моделирует эволюцию скорости, градиента давления и температуры несжимаемой вяз-
коупругой жидкости Кельвина - Фойгта ненулевого порядка. Используя метод Галер-
кина, разработан алгоритм численного решения начально-краевой задачи для системы, 
моделирующей плоскопараллельную термоконвекцию несжимаемой жидкости ненуле­
вого порядка, и реализована программа для персональных компьютеров нахождения 
численного решения указанной задачи. Получена графическая иллюстрация численно­
го решения системы при заданных параметрах. Проведенное исследование основано на 
результатах теории полулинейных уравнений Соболевского типа, поскольку начально-
краевая задача для соответствующей системы дифференциальных уравнений в част­
ных производных сводится к абстрактной задаче Коши для уравнения Соболевского 
типа. 

Ключевые слова: уравнение Соболевского типа, термоконвекция, несжимаемая 
вязкоупругая жидкость. 
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ÊÐÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

Ââåäåì ôóíêöèþ òîêà, îïðåäåëåííóþ óðàâíåíèÿìè v1 =
∂ψ
∂y , v2 = −∂ψ

∂x , ãäå ψ = ψ(x, y, t).
Òîãäà ñèñòåìà (2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(1− λ∇2)∇2ψt = ν∇4ψ − ∂(ψ,∇2ψ)

∂(x, y)
−β∇2(

∂w1

∂y
− ∂w2

∂x
) + gθx,

∂w1

∂t
=
∂ψ

∂y
+ αw1 ,

∂w2

∂t
= −∂ψ

∂x
+ αw2 , α ∈ R−,

θt = æ∇2θ +
∂(ψ, θ)

∂(x, y)
+
∂ψ

∂x
.

(3)

Äëÿ ñèñòåìû (3) ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè � Áåíàðà

ψ(x, 0, t) = ψ(x, π, t) = ∇2ψ(x, 0, t) = ∇2ψ(x, π, t) = 0,

ψ(0, y, t) = ψ(π, y, t); ∇2ψ(0, y, t) = ∇2ψ(π, y, t),
θ(x, 0, t) = θ(x, π, t) = 0; θ(0, y, t) = θ(π, y, t),
θ(x, y, 0) = θ0(x, y); ψ(x, y, 0) = ψ0(x, y),
wi(x, 0, t) = wi(x, π, t) = 0; wi(0, y, t) = wi(π, y, t),
wi(x, y, 0) = wi0(x, y); i = 1, 2.

(4)

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî èññëåäî-
âàíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4).

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ [5] äëÿ ñèñòåìû (3), ìîäåëèðóþùåé ýâîëþöèþ ñêî-
ðîñòè, ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè Êåëüâèíà-
Ôîéãòà, â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Maple ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà [6], êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò:

1. Ïî çàäàííûì êîýôôèöèåíòàì α, β, λ,æ, ν íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà ÷èñëåííî íàõî-
äèòü ðåøåíèå ñèñòåìû.

2. Ïîëó÷èòü ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû.
Äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðîãðàììû èñïîëüçîâàëèñü âñòðîåííûå

ôóíêöèè è ñòàíäàðòíûå îïåðàòîðû ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Maple. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàôè-
÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ïîäêëþ÷åí ïàêåò plots.

Íàéäåì ãàëåðêèíñêîå ïðèáëèæåíèå ê çàäà÷å (4) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3). Ñ ýòîé
öåëüþ âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëå-
äóþùåé çàäà÷è  −∇2φ = λφ,

φ(x, 0) = φ(x, π) = 0, φ(0, y) = φ(π, y).

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü αkl =
2
π sin(2kx) sin(ly), βkl =

2
π cos(2kx) sin(ly), γl =

√
2
π sin(ly) �

îðòîíîðìèðîâàííîå â ñìûñëå L2 ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ãàëåðêèíñêîå ïðèáëèæå-
íèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è (4) äëÿ ñèñòåìû (3) âîçüìåì â âèäå ψ = a(t)α11, θ = b(t)β11 + c(t)γ2,
w1 = d(t)β11 + f(t)γ2, w2 = g(t)β11 + h(t)γ2.

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå, óìíîæèâ ñêàëÿðíî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) íà ôóíêöèè α11, β11, γ2,
ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ èç îêðåñòíîñòè òî÷êè íóëü. Çàòåì ÷èñëåííî ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) ïðè çàäàííûõ êîýôôè-
öèåíòàõ ν = 2, α = −1, β = 2, λ = 1, æ = 1, à òàêæå ïîëó÷èòü ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
ýòîãî ðåøåíèÿ.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè α11, β11, γ2. Ïîëó-
÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

−5ȧ(t)(1 + 5λ)− 25νa(t) + 10βg(t) + 19.6b(t) = 0

ḋ(t)− αd(t) = 0, ġ(t) + 2a(t)− αg(t) = 0

ḃ(t) + 5æb(t) + 2
√
2

π a(t)c(t)− 2a(t) = 0

ḟ(t)− αf(t) = 0, ḣ(t)− αh(t) = 0

ċ(t) + 4æc(t)− 2
√
2

π a(t)b(t) = 0.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èç îêðåñòíîñòè òî÷êè íóëü. Ïóñòü a(0) = 0, 2, b(0) =
0, 1, c(0) = 0, 2, d(0) = 0, 1, f(0) = 0, 3, g(0) = 0, 2, h(0) = 0, 2. Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ
äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íî ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè α = −1, β = 2, λ = 1, ν = 2,æ = 1

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðàì Ò.Ã. Ñóêà÷åâîé è Ã.À. Ñâèðèäþêó çà

âíèìàíèå ê äàííûì èññëåäîâàíèÿì è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ëèòåðàòóðà

1. Îñêîëêîâ, À.Ï. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòåé
Êåëüâèíà�Ôîéãòà è æèäêîñòåé Îëäðîéòà / À.Ï. Îñêîëêîâ // Òð. ìàò. èí-òà ÀÍ ÑÑÑÐ.
� 1988. � � 179. � Ñ. 126�164.

2. Ñâèðèäþê, Ã.À. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è òåðìîêîíâåêöèè âÿçêîóïðóãîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè / Ã.À. Ñâèðèäþê // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1990. � � 12. � Ñ. 65�70.

136 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



ÊÐÀÒÊÈÅ ÑÎÎÁÙÅÍÈß

Òàáëèöà

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

a(o) = 0, 2, b(0) = 0, 1, c(0) = 0, 2, d(0) = 0, 1, f(0) = 0, 3, g(0) = 0, 2, h(0) = 0, 2

t a(t) b(t) c(t) d(t)

0,1 0,1854240039 0,0886898129 0,1354017426 0,0904837418

0,3 0,1525995343 0,0730387274 0,0624894731 0,0740818220

0,4 0,1357883884 0,0663610716 0,0426287976 0,0670320046

0,6 0,1035998576 0,0535727678 0,0200176562 0,0548811636

0,8 0,0749935012 0,0414719893 0,0095013049 0,0449328964

1,0 0,0509756644 0,0305398288 0,0045377105 0,0367879441

1,2 0,0317854606 0,0211874342 0,0021642916 0,0301194211

1,4 0,0171784838 0,0135878727 0,0010216194 0,0246596925

1,6 0,0066299269 0,0077117905 0,0004733233 0,0201189652

t f(t) g(t) h(t)

0,1 0,2714512254 0,1442806994 0,1809674836

0,3 0,2222454661 0,0569715237 0,1481636441

0,4 0,2010960138 0,0241357331 0,1340640092

0,6 0,1646434907 -0,023355431 0,1097623271

0,8 0,1347986891 -0,051193908 0,0898657927

1,0 0,1103638322 -0,064457824 0,0735758881

1,2 0,0903582633 -0,067515694 0,0602388422

1,4 0,0739790888 -0,063933144 0,0493193925

1,6 0,0605689548 -0,056483131 0,0403793032
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Model of Thermoconvection of Incompressible Viscoelastic Fluid
of Nonzero Order. Computational Experiment

O.P. Matveeva, Novgorod State University, Velikiy Novgorod, Russian Federation,
oltan.72@mail.ru

The purpose of this paper is the numerical investigation of the solution of the initial-

boundary value problem for the model of thermal convection of the nonzero order. We

consider the system that models the evolution of the velocity, gradient of the pressure and

temperature of the incompressible viscoelastic Kelvin�Voigt �uid of nonzero order. Using

the Galerkin method, the algorithm of the numerical solution of the initial-boundary value

problem for the system modeling plane-parallel thermal convection of the incompressible

�uid of the nonzero order is created, and the program for personal computers to �nd

numerical solutions of this problem is implemented. A graphical illustration of the numerical

solution with the given parameters is obtained. The study was based on the results of the

theory of semi-linear Sobolev type equations, because the initial boundary value problem

for the corresponding system of di�erential equations in partial derivatives is reduced to

the abstract Cauchy problem for the Sobolev type equation.

Keywords: sobolev type equation, thermal convection, incompressible viscoelastic �uid.
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