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В работе рассмотрен ряд специфических вариантов метода динамического про­
граммирования, используемых для решения минимаксной задачи распределения зада­
ний при условии, что исполнители равноценны, и их порядок не важен. Для разра­
ботанных рекурсивных схем метода динамического программирования показана кор­
ректность, проводится сравнение вычислительной трудоемкости классической и пред­
ложенных схем. Демонстрируется, что использование специфики условия равноценно­
сти исполнителей позволяет сократить количество операций в рассмотренном методе 
динамического программирования по сравнению с классическим более чем в 4 раза, 
при этом при увеличении размерности исходной задачи относительный выигрыш лишь 
увеличивается. Одна из использованных техник сокращения вычислений - «встреч­
ное» динамическое программирование - по-видимому является общей для целого клас­
са задач, допускающих использование при решении принципа Беллмана. Применение 
данной техники связано с неполным расчетом значений функции Беллмана в задаче, 
обладающей некоторой внутренней симметрией, после чего решение исходной задачи 
получается склеиванием полученных массивов значений функции Беллмана. 
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Введение 
Одним из классических способов исследования задачи дискретной оптимизации явля­

ется метод динамического программирования (МДП) [1]. На сегодняшний день этот метод 
относительно редко используется собственно для нахождения оптимального решения. Для 
решения большинства задач либо разработаны более эффективные методы математическо­
го программирования, либо достаточными оказываются многочисленные приближенные и 
эмпирические алгоритмы. Способом точного решения МДП остается лишь в ряде приклад­
ных задач, обладающих сложной структурой. В этом случае создание соответствующего 
МДП представляет самостоятельную сложность и является существенным шагом вперед 
по сравнению, например, с более простыми переборными или эмпирическими алгоритмами. 
Особый интерес представляют случаи, когда сложные ограничения на задачу, доставляю­
щие трудности в формализации задачи на языке, например, линейного программированя, 
оказываются выгодны в процедуре МДП. Так, например, в обобщенной задаче курьера [2] 
удается использовать условия группировки <городов>в <мегаполисы>и условия предше­
ствования для существенного уменьшения количества вычислений, обеспечивая высокую 
прикладную эффективность МДП в труднорешаемой задаче. 

Несмотря на указанные ограничения, МДП остается как удобным инструментом оценки 
вычислительной сложности комбинаторной задачи [3, 4], так и способом ее дальнейшего ка­
чественного исследования. Так, например, в ряде работ автора [5, 6] близкие к МДП схемы 
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èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè
ïðè èçìåíåíèè ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òàêæå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðàçëè÷íûå ñìå-
øàííûå ñõåìû ðåøåíèÿ ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åííûì îáðàçîì â êîìáèíàöèè ñ áûñòðûìè ïðèáëèæåííûìè
àëãîðèòìàìè [7].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ ñõåì ÌÄÏ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ
ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ñðåäè êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíîöåííûõ
èñïîëíèòåëåé. Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, âïåðâûå ÌÄÏ äëÿ ìèíèìàêñíîé ðàñïðåäåëèòåëü-
íîé çàäà÷è áûë èçëîæåí â ðàáîòå [8] è, äàëåå, â [2, 9]. Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû
ó÷èòûâàþò ¾ñèììåòðè÷íîñòü¿ ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷è ñ ðàâíîöåííûìè èñïîëíèòåëÿìè,
áëàãîäàðÿ ÷åìó óäàåòñÿ ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ñõå-
ìîé, à òàêæå ðåàëèçîâàòü èäåþ ¾âñòðå÷íîãî¿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (âïåðâûå,
ïî-âèäèìîìó, êðàòêî îïèñàííóþ â ðàáîòå [10] ïðè ó÷åòå îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å ëèíåéíîãî öå-
ëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò â ïåðâóþ î÷åðåäü
òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, óãëóáëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå ÌÄÏ â çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ
çàäàíèé.

Ìèíèìàêñíàÿ ïîñòàíîâêà (èëè bottleneck â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå) îòíîñèòåëüíî ðåä-
êî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé. Ìåæäó òåì, ñó-
ùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî âàæíûõ ïðèëîæåíèé, ñâÿçàííûõ èìåííî ñ ýòîé çàäà÷åé. Â êà÷åñòâå
îäíîãî èç ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó ìóëüòèêîììèâîÿæåð (mTSP [11]). Â ìèíèìàêñ-
íîé ïîñòàíîâêå ýòîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî ≪ãîðîäîâ≫ìåæäó êîììèâîÿæåðà-
ìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà ïóòè ñàìîãî çàãðóæåííîãî êîììèâîÿæåðà áûëà ìèíèìàëüíà.
Çàäà÷è ïîäîáíîãî ïëàíà âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè îïòèìèçàöèè ïåðåìåùåíèé áðèãàäû èñ-
ïîëíèòåëåé â àãðåññèâíîé âíåøíåé ñðåäå [7, 11]. Äðóãîé îáëàñòüþ ïðèëîæåíèÿ ìèíèìàêñíîé
çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ýâîëþöèîííûõ
äåðåâüåâ ñ ïðèëîæåíèÿìè â îáëàñòè áèîëîãèè è ëèíãâèñòèêè.

1. Îáîçíà÷åíèÿ è êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëÿåìûõ çàäàíèé, N ∈ N � êîëè÷åñòâî èñïîë-
íèòåëåé. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |X| ≥ N . Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊆ X çàäàíà
ôóíêöèÿ d(K) òðóäîåìêîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ýòîãî ïîäìíîæåñòâà îäíèì èñïîëíèòåëåì
(â íàñòîÿùåé ïîñòàíîâêå ìû ñ÷èòàåì âñåõ èñïîëíèòåëåé ðàâíîñèëüíûìè, ÷òî, íàïðèìåð,
ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûì óñëîâèåì â ïðèêëàäíûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è ìóëüòè-
êîììèâîÿæåðà)

d : P(X) → R+, (1)

ãäå d(∅) = 0, à ïîä P(X) ìû òðàäèöèîííî ïîíèìàåì ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ X.
Äëÿ ëþáîãî K ⊆ X, ëþáîãî k ∈ 1, N ÷åðåç Mk(K) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà K, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ:

Mk(K) , {K ∈ P(P(K)) | (|K| ≤ k)&(
∪
S∈K

S = K)&(∀A ∈ K ∀B ∈ K (A ∩B = ∅) ∨ (A = B))}.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå ìû äîïóñêàåì ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íå âñå èñïîëíèòåëè ñíàáæàþòñÿ
çàäàíèÿìè. Íà ïðàêòèêå òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò â ñëó÷àå òåñíîé ñâÿçè ìåæäó çàäàíèÿìè,
êîãäà, íàïðèìåð, âûïîëíåíèå îäíîãî èç äâóõ çàäàíèé îáåñïå÷èâàåò ñðåäñòâà äëÿ âûïîëíåíèÿ
âòîðîãî. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ ≪áîëåå âûãîäíûì≫îòäàòü èñïîëíåíèå îáîèõ çàäàíèé
îäíîìó èñïîëíèòåëþ, îñòàâèâ âòîðîãî áåç çàäàíèé.
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Âñÿêèé ýëåìåíò α ∈ Mk(K) áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà çàäàíèé K ïî
k èñïîëíèòåëÿì; ïåðå÷èñëÿÿ âñå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ α, áóäåì ïèñàòü
α = {K1, . . . ,Ki}.

Ïðè çàäàííûõ k ∈ 1, N,K ⊆ X ñòîèìîñòüþ âñÿêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ α ∈ Mk(K) áó-
äåì íàçûâàòü ôóíêöèþ D : Mk(K) → R+, îïðåäåëÿåìóþ êàê ìàêñèìóì òðóäîåìêîñòè ïî
ñîñòàâëÿþùèì ðàñïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâàì:

∀α = {K1, . . . ,Ki} ∈Mk(K) D(α) , max
j∈1,i

d(Kj). (2)

Ðàñïðåäåëåíèå α0 ∈Mk(K) áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûì íàMk(K), åñëè ñïðàâåäëèâî

D(α0) = min
α∈Mk(K)

D(α). (3)

Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñòîèìîñòè îï-
òèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàMN (X) ïðè çàäàííûõX,N, d. Îòìåòèì, ÷òî èçëàãàåìûé êëàñ-
ñè÷åñêèé ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðàññìàòðèâàåìûå íèæå åãî ìîäèôèêà-
öèè, ïîçâîëÿþò ïîìèìî ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîññòàíîâèòü òàêæå
è ñàìî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îäíàêî ýòîé ÷àñòè ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íå êàñàåìñÿ. Â ñõåìå 1 èçëîæåí êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ÌÄÏ
äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé èç ìíîæåñòâà X ñðåäè N
èñïîëíèòåëåé.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü ìû íå ñòàíåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ïîäðîáíîì ðàññìîòðåíèè äàííîãî
êëàññè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ. Îòìåòèì ëèøü áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî âñÿêàÿ âåëè÷èíà vi(K)
ñîâïàäàåò ñî ñòîèìîñòüþ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé èç ìíîæåñòâà K ñðåäè i èñ-
ïîëíèòåëåé è, â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà vN (X) ñîâïàäàåò ñ èñêîìîé ñòîèìîñòüþ îïòèìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ìíîæåñòâà X ñðåäè N èñïîëíèòåëåé. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ
ôàêòîâ, à òàêæå êîððåêòíîñòè ðåêóðñèâíîé ñõåìû 1 ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2]. Â ïîñëå-
äóþùèõ æå ðàçäåëàõ ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñîêðàùåíèè êîëè÷åñòâà èòåðàöèé â ñõåìå 1 ïðè
íàõîæäåíèè ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà MN (X) â óñëîâèÿõ ðàâíîöåííîñòè
èñïîëíèòåëåé.

Ñ õ å ì à 1

1) ∀K ⊆ X v1(K) = d(K);

2) ∀K ⊆ X v2(K) = min
K1⊔K2=K

(max{d(K1), v1(K2)}) ;

3) ∀K ⊆ X v3(K) = min
K1⊔K2=K

(max{d(K1), v2(K2)}) ;
· · · · · · · · · · · ·

N − 1) ∀K ⊆ X vN−1(K) = min
K1⊔K2=K

(max{d(K1), vN−2(K2)}) ;

N) vN (X) = min
K1⊔K2=X

(max{d(K1), vN−1(K2)}) .

Âûðàæåíèå K1 ⊔K2 = K îçíà÷àåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà K íà äâà ïîäìíîæåñòâà K1 è K2:
K1∩K2 = ∅,K1∪K2 = K, â êîòîðîì ïîðÿäîê ïîäìíîæåñòâK1,K2 ïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

2. Ñîêðàùåííàÿ ñõåìà ÌÄÏ

Ñîêðàùåíèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé â ñõåìå 1 áóäåì ïðîâîäèòü â òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ýòàïà. Ïåðâûå äâà ñîêðàùåíèÿ, îïèñûâàåìûå â ðàçäåëàõ 2.1 è 2.2, î÷åâèäíî ñëåäóþò èç
îòêàçà îò ó÷åòà ïîðÿäêà è ðàçëè÷èé íà ìíîæåñòâå èñïîëíèòåëåé. Ýòè ññîêðàùåíèÿ åñëè è íå
èçëàãàëèñü ðàíåå òåîðåòè÷åñêè, òî, âåðîÿòíî, áûëè ó÷òåíû ïðè íàïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì. Òðåòüå ñîêðàùåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå â ðàçäåëå 2.3, ðàçâèâàåò èäåþ
¾âñòðå÷íîãî¿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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2.1. Îòáðàñûâàíèå ìíîæåñòâ ≪ìàëîé≫ ìîùíîñòè

Íà÷íåì óñå÷åíèå ñõåìû 1 ñ îòêàçà îò ðàñ÷åòà òàêèõ çíà÷åíèé vi(K), äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî |K| < i. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî òðóäîåìêîãî ïåðåáîðà ïîäìíîæåñòâ P(K) ïðè
âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìóìà, äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü vi(K) çíà÷åíèþ vi−1(K),
ðàñ÷èòàííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ñ õ å ì à 2

1) ∀K ⊆ X v∗1(K) = d(K);

2) ∀K ⊆ X v∗2(K) =

 min
K1⊔K2=K

(max{d(K1), v
∗
1(K2)}) , åñëè |K| ≥ 2;

v∗1(K), åñëè |K| < 2;

3) ∀K ⊆ X v∗3(K) =

 min
K1⊔K2=K

(max{d(K1), v
∗
2(K2)}) , åñëè |K| ≥ 3;

v∗2(K), åñëè |K| < 3;

· · · · · · · · · · · ·

N − 1) ∀K ⊆ X v∗N−1(K) =

 min
K1⊔K2=K

(
max{d(K1), v

∗
N−2(K2)}

)
, |K| ≥ N − 1;

v∗N−2(K), |K| < N − 1;

N) v∗N (X) = min
K1⊔K2=X

(
max{d(K1), v

∗
N−1(K2)}

)
, ó÷èòûâàÿ, ÷òî |X| ≥ N.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàç i > |K|, çíà÷èò, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäèí èñïîëíèòåëü îñòàëñÿ áåç
çàäàíèé. Ïóñòü α ∈ Mi(K) � íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Mi(K), îáëàäàþ-
ùåå â ñèëó ñêàçàííîãî â ðàçäåëå 1 ñòîèìîñòüþ vi(K). Îòáðàñûâàÿ èç ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàáîòíèêà áåç çàäàíèé, ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå β ∈ Mi−1(K), ñîäåðæàùåå òîò æå ñàìûé
íàáîð íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî è α, à, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî D(α) = D(β). Ðàñïðåäåëå-
íèå β îïòèìàëüíî íà Mi−1(K) (åñëè áû ýòî áûëî íå òàê è ñóùåñòâîâàëî áû ðàñïðåäåëåíèå
β′ ∈ Mi−1(K) : D(β′) < D(β), òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî D(α) = D(β) è äîáàâëÿÿ ê β′ èñïîëíèòåëÿ
áåç çàäàíèé, ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå α′ ∈ Mi(K) : D(α′) < D(α), ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè α), ñëåäîâàòåëüíî, D(β) = vi−1(K), à, çíà÷èò, è vi(K) = vi−1(K).

2.2. Îòáðàñûâàíèå ïîäìíîæåñòâ ≪áîëüøîé≫ìîùíîñòè

Ïðîäîëæèì ñîêðàùåíèå êîëè÷åñòâà îïåðàöèé â èòåðàöèîííîé ñõåìå ìåòîäà äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âçÿâ çà îñíîâó òåïåðü óæå ðåêóðñèâíóþ ñõåìó 2. Ðàññìîòðèì
íîâóþ ñõåìó 3, â êîòîðîì íà êàæäîì i-òîì øàãå äëÿ âñÿêîãî K ⊂ X áóäåì èñêàòü ìèíèìóì,
ïåðåáèðàÿ òîëüêî òàêèå ðàçáèåíèÿ K = K1 ⊔K2, â êîòîðûõ |K1| ≤ |K|/i:

Ñ õ å ì à 3

1) ∀K ⊆ X v∗∗1 (K) = d(K);

2) ∀K ⊆ X v∗∗2 (K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/2

(max{d(K1), v
∗∗
1 (K2)}) , åñëè |K| ≥ 2;

v∗∗1 (K), åñëè |K| < 2;

3) ∀K ⊆ X v∗∗3 (K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/3

(max{d(K1), v
∗∗
2 (K2)}) , åñëè |K| ≥ 3;

v∗∗2 (K), åñëè |K| < 3;

· · · · · · · · · · · ·
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N − 1) ∀K ⊆ X v∗∗N−1(K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/(N−1)

(
max{d(K1), v

∗∗
N−2(K2)}

)
, |K| ≥ N − 1;

v∗∗N−2(K), |K| < N − 1;

N) v∗∗N (X) = min
K1⊔K2=X
|K1|≤|X|/N

(
max{d(K1), v

∗∗
N−1(K2)}

)
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà i-ì øàãå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà K1 ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíó |K|/i,
çíà÷èò, â ðàñïðåäåëåíèè çàäàíèé ìíîæåñòâà K2 ìåæäó i− 1 èñïîëíèòåëåì (ñòîèìîñòè êîòî-
ðîãî ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ v∗∗i−1(K2)) ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíî ïîäìíîæåñòâî ìîùíîñòè
íå áîëåå |K|/i. Ìåíÿÿ ìåñòàìè ýòî ïîäìíîæåñòâî è K1, ïîëó÷èì èäåíòè÷íîå èñõîäíîìó
ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå âñòðåòèòñÿ ïðè ïåðåáîðå ðàçáèåíèé K1 ⊔ K2 = K, ïðè ýòîì áóäåò
âûïîëíåíî |K1| ≤ |K|/i. Çàïèøåì ñêàçàííîå ñòðîãî.

Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà ïðîñòóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó, â êîòîðîé áóäåì ïèñàòü ⊔ki=1Ki = K,

îáîçíà÷àÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà K íà k ïîäìíîæåñòâ:
∪k
i=1Ki = K è ∀i, j ∈ 1, k (i ̸= j) ⇒

(Ki∩Kj = ∅). Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ â çàïèñè ñóììû ïîëàãàåì ñóùåñòâåííûì. Â
îòëè÷èå îò çàïèñè {K1, . . . ,Kk}, ãäå ïåðå÷èñëÿëèñü òîëüêî íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà, â çàïèñè
⊔ki=1Ki = K âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî Ki ìîæåò áûòü ïóñòûì.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî K ⊆ X : |K| > 1, ôóíêöèÿ d èç (1) è âåëè÷èíà
k ∈ N : |K| ≥ k, òîãäà

min
⊔k
i=1Ki=K

|K1|≤|K|/k

(
max
i∈1,k

{d(Ki)}
)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

= min
K1⊆K

|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), min

⊔k
i=2Ki=K\K1

(max
i∈2,k

{d(Ki)})

})
︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ⊔ki=1K
0
i = K � ðàçáèåíèå K, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì â (∗), ïðè÷åì

|K0
1 | ≤ |K|/k, òîãäà (∗) = maxi∈1,k{d(K

0
i )} = max{d(K0

1 ),maxi∈2,k{d(K
0
i )}} ≥ (∗∗). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, åñëè ⊔ki=1L
0
i = K � ðàçáèåíèå K, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì â (∗∗), ãäå âíîâü |L0

1| ≤
|K|/k, òîãäà (∗∗) = max{d(L0

1),maxi∈2,k{d(L
0
i )}} = maxi∈1,k{d(L

0
i )} ≥ (∗). Èç ïðèâåäåííûõ

ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî (∗) = (∗∗).

Ïðåäëîæåíèå 1. (∀k ∈ 1, N − 1, ∀K ⊆ X v∗k(K) = v∗∗k (K)) & (v∗N (X) = v∗∗N (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü èíäóêöèåé íà íîìåð øàãà k, ïîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäå-
íèÿ.

Á.È. k = 1. ∀K ⊆ X v∗∗1 (K) = d(K) = v∗1(K).
Ø.È. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ 1, N − 1 ñïðàâåäëèâî: ∀i ∈ 1, k − 1, ∀K ⊆ X v∗i (K) =

v∗∗i (K). Ïîêàæåì, ÷òî ∀K ⊆ X v∗k(K) = v∗∗k (K). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî

K ⊆ X. Åñëè |K| < k, òî ïî èíäóêöèè è â ñèëó ñõåì 2 è 3 èìååì v∗k(K) = v∗k−1(K)
Ï.È.
=

v∗∗k−1(K) = v∗∗k (K). Ïóñòü |K| ≥ k. Âåëè÷èíà v∗k(K) (áóäó÷è ðàâíà ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì
ðàçäåëà 2.1 âåëè÷èíå vk(K)) ñîîòâåòñòâóåò ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé
ìíîæåñòâà K ñðåäè k ðàáîòíèêîâ, à çíà÷èò èç îïðåäåëåíèé (2), (3)

v∗k(K) = min
⊔k
i=1Ki=K

(
max
i∈1,k

{d(Ki)}
)
. (4)

Õîòÿ áû îäíî ïîäìíîæåñòâî èç âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ ⊔ki=1Ki = K äîëæíî èìåòü ìîùíîcòü,
íå ïðåâîñõîäÿùóþ |K|/k, ïîñêîëüêó èíà÷å ⊔kj=1|Kj | > |K|. Ïðàâàÿ ÷àñòü (4) íå çàâèñèò îò
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ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè, à çíà÷èò áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå |K|/k ýëåìåíòîâ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê K1, èíûìè ñëîâàìè

min
⊔k
i=1Ki=K

(
max
i∈1,k

{d(Ki)}
)

= min
⊔k
i=1Ki=K

|K1|≤|K|/k

(
max
i∈1,k

{d(Ki)}
)
.

Ñîãëàñíî ëåììå

min
⊔k
i=1Ki=K

|K1|≤|K|/k

(
max
i∈1,k

{d(Ki)}
)

= min
K1⊆K

|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), min

⊔k
i=2Ki=K\K1

(max
i∈2,k

{d(Ki)})

})
.

Âåëè÷èíà v∗k−1(K \K1) ñîâïàäàåò ñî ñòîèìîñòüþ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé ìíî-
æåñòâà K \K1 ìåæäó k − 1 èñïîëíèòåëåì, à çíà÷èò

min
K1⊆K

|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), min

⊔k
i=2Ki=K\K1

(max
i∈2,k

{d(Ki)})

})
= min

K1⊆K
|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), v

∗
k−1(K \K1)

})
.

Ïî èíäóêöèè èìååì

min
K1⊆K

|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), v

∗
k−1(K \K1)

})
= min

K1⊆K
|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), v

∗∗
k−1(K \K1)

})
è, íàêîíåö, èç ñõåìû 3

min
K1⊆K

|K1|≤|K|/k

(
max

{
d(K1), v

∗∗
k−1(K \K1)

})
= v∗∗k (K).

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ v∗N (X) = v∗∗N (X) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðè k = N,K =
X.

2.3. Ñîêðàùåíèå ÷èñëà ≪ñëîåâ≫

Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî â ñõåìå 3 âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü ëèøü ¾äî ñåðåäè-
íû¿: äëÿ i ≤ V , [(N − 1)/2] + 1. Çàïèøåì ñóæåííóþ òàêèì îáðàçîì ñõåìó 4.

Ñ õ å ì à 4

1) ∀K ⊆ X v∗∗1 (K) = d(K)

2) ∀K ⊆ X v∗∗2 (K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/2

(max{d(K1), v
∗∗
1 (K2)}) , åñëè |K| ≥ 2;

v∗∗1 (K), åñëè |K| < 2;

3) ∀K ⊆ X v∗∗3 (K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/3

(max{d(K1), v
∗∗
2 (K2)}) , åñëè |K| ≥ 3;

v∗∗2 (K), åñëè |K| < 3;

· · · · · · · · · · · ·

V ) ∀K ⊆ X v∗∗V (K) =


min

K1⊔K2=K
|K1|≤|K|/V

(
max{d(K1), v

∗∗
V−1(K2)}

)
, åñëè |K| ≥ V ;

v∗∗V−1(K), åñëè |K| < V .
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Äîïîëíèì ñõåìó 4 ïîñëåäíèì øàãîì

v∗∗∗N (X) = min
K1⊔K2=X

max{v∗∗V (K1), v
∗∗
N−V (K2)}. (5)

Â ñèëó òîãî, ÷òî N − V ≤ V , îáà âûðàæåíèÿ v∗∗V (K1) è v
∗∗
N−V (K2) êîíñòðóêòèâíî îïðå-

äåëåíû èç èòåðàöèîííîé ñõåìû 4 äëÿ âñåõ K1,K2 ⊆ X.

Ïðåäëîæåíèå 2. Âåëè÷èíà v∗∗∗N (X) âûðàæàåò ñòîèìîñòü îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

íà MN (X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå α ∈ MN (X) : ⊔Ni=1 Li = X. Ðà-
çîáúåì ðàñïðåäåëåíèå α íà äâå ÷àñòè α1 : ⊔Vi=1 Li = X1 è α2 : ⊔Ni=V+1 Li = X2, ãäå X1 ,∪V
i=1 Li è X2 ,

∪N
i=V+1 Li. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ î÷åâèäíî X1 ⊔X2 = X,α1 ∈MV (X1), α2 ∈

MN−V (X2), è, êàê ñëåäñòâèå, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (2), èìååì D(α) = max{D(α1), D(α2)}.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α1 ∈ MV (X1), α2 ∈ MN−V (X2), à ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 âåëè÷èíû

v∗∗V (X1) è v
∗∗
N−V (X2) ñîâïàäàþò ñî ñòîèìîñòÿìè îïòèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà MV (X1) è

MN−V (X2) ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà D(α1) ≥ v∗∗V (X1) è D(α2) ≥ v∗∗N−V (X2), à
çíà÷èò èìååì

D(α) = max{D(α1), D(α2)} ≥ max{v∗∗V (X1), v
∗∗
N−V (X2)} ≥

min
K1⊔K2=X

max{v∗∗V (K1), v
∗∗
N−V (K2)} = v∗∗∗N (X),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñÿêîãî α ∈MN (X).
Èòàê, ñòîèìîñòü âñÿêîãî α ∈ MN (X) íå ìåíåå v∗∗∗N (X). Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ α0 ∈

MN (X) : D(α0) = v∗∗∗N (X). Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ K0
1 è K0

2 = X \ K0
1 äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (5). Ïóñòü äàëåå α0
1 � îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàMV (K

0
1 ) : ⊔Vi=1

L1
i = K0

1 , à α
0
2 � îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà MN−V (K

0
2 ) : ⊔N−V

i=1 L2
i = K0

2 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
K0

1 ⊔K0
2 = X, ñîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå α0 ∈ MN (X) : (⊔Vi=1L

1
i )
⊔
(⊔N−V

i=1 L2
i ) = K0

1 ⊔K0
2 = X.

Ïî ïîñòðîåíèþ

D(α0) = max{D(α0
1), D(α0

2)} = max{v∗∗V (K0
1 ), v

∗∗
N−V (K

0
2 )} =

min
K1⊔K2=X

max{v∗∗V (K1), v
∗∗
N−V (K2)} = v∗∗∗N (X).

3. Ñðàâíåíèå ÷èñëà îïåðàöèé

Ïðîâåäåì ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå êîëè÷åñòâà ≪åäèíè÷íûõ îïåðàöèé≫, òðåáóþùèõñÿ äëÿ
ðàñ÷åòà ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé èç ìíîæåñòâà X ñðåäè N èñïîëíè-
òåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì 1 è 4. Åäèíè÷íîé îïåðàöèåé áóäåì ñ÷èòàòü âçÿòèå ìàêñèìóìà
èç äâóõ ÷èñåë. Èìåííî òàêèå îïåðàöèè ñîñòàâëÿþò îñíîâó âû÷èñëåíèé â ñõåìàõ 1 è 4 íà
âñåõ øàãàõ, ñëåäóþùèõ çà ïåðâûì. ×èñëî èíûõ îïåðàöèé â îáåèõ ñõåìàõ áóäåì ñ÷èòàòü
ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó åäèíè÷íûõ îïåðàöèé.

Ïóñòü äàëåå |X| = n. Íà êàæäîì èç øàãîâ 2, . . . , N−1 ñõåìû 1 ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå ïîäìíîæåñòâà K ⊆ X. Äëÿ âñÿêîãî i ∈ 0, n ñóùåñòâóåò Cin ïîäìíîæåñòâ K ìîùíîñòè
i. Äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà K : |K| = i ñóùåñòâóåò 2i ðàçáèåíèé âèäà K1 ⊔K2 = K, êàæ-
äîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíà åäèíè÷íàÿ îïåðàöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå ÷èñëî
åäèíè÷íûõ îïåðàöèé íà øàãàõ 2, . . . , N − 1 ñõåìû 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(N − 2)
n∑
i=0

2iCin.
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Òàáëèöà

Ñðàâíåíèå ÷èñëà îïåðàöèé â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ÌÄÏ

n Êëàññè÷åñêèé Âñòðå÷íûé Îòíîøåíèå

10 178171 47316 3,765

12 1598419 412110 3,878

14 14365291 3588409 4,003

16 129205699 31307602 4,126

18 1162523611 273844200 4,245

20 10461401779 2401589556 4,356

22 94147373131 21113768572 4,459

24 847305386659 186039820510 4,554

26 7625664593851 1642544688531 4,642

28 68630645800339 14527969382181 4,724

30 617674470025771 128701822410531 4,799

100 1,546e+048 2,721e+047 5,681

250 5,720e+119 9,828e+118 5,820

Íà ïîñëåäíåì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåáîð 2n ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êàæäîìó èç êîòî-
ðûõ âíîâü ñîîòâåòñòâóåò îäíà åäèíè÷íàÿ îïåðàöèÿ. Èòîãîâîå êîëè÷åñòâî åäèíè÷íûõ îïåðà-
öèé â ñõåìå 1 ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé

2n + (N − 2)
n∑
i=0

2iCin. (6)

Â ñõåìå 2 íà âñÿêîì øàãå j ∈ 2, . . . , N − 1 èñêëþ÷àåòñÿ ðàñ÷åò çíà÷åíèé ôóíêöèè vj(K) â
ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ðàñïðåäåëÿåìûõ çàäàíèé |K| ïðåâîñõîäèò ÷èñëî èñïîëíèòåëåé j

2n +
N−1∑
j=2

{ n∑
i=j

2iCin

}
.

Äàëåå, â ñõåìå 3, èñêëþ÷àÿ íà j-òîì øàãå èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ðàçáèåíèÿ K1 ⊔K2 = K, ãäå
|K1| > |K|/j, èìååì

[n/N ]∑
k=0

Ckn +
N−1∑
j=2

{ n∑
i=j

(
Cin ·

[i/j]∑
k=0

Cki

)}
.

Íàêîíåö, ñóæàÿ êîëè÷åñòâî íàñ÷èòûâàåìûõ ñëîåâ, â ñõåìå 4 èìååì:

2n +

[(N−1)/2]+1∑
j=2

{ n∑
i=j

(
Cin ·

[i/j]∑
k=0

Cki

)}
. (7)

Â òàáëèöå n êàê è ïðåæäå îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ðàñïðåäåëÿåìûõ çàäàíèé; êîëè÷åñòâî
èñïîëíèòåëåé N ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 5; â êîëîíêå ≪êëàññè÷åñêèé≫ ïðåäñòàâëåíî çíà÷åíèå
ôóíêöèè (6); â êîëîíêå ≪âñòðå÷íûé≫ � çíà÷åíèå ôóíêöèè (7); â êîëîíêå ≪îòíîøåíèå≫

ïðèâîäèòñÿ îòíîøåíèå âåëè÷èíû (6) ê âåëè÷èíå (7) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ n.

Ðàáîòà ïðîâîäèëàñü ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 10-08-00484-à, 10-01-

96020-ð-óðàë-à) è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêò 09-Ï-1-1014).
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The paper considers a number of speci�c variants of dynamic programming method

used to solve the bottleneck problem of tasks distribution in case when the performers

are the same and their order is not important. Developed schemes for recursive dynamic

programming method is shown to be correct, the comparison of computational complexity

of the classical and the proposed schemes is done. We demonstrate that the usage of the

speci�c conditions of performers equivalence can reduce the number of operations in the

above dynamic programming method compared to the classical method more than 4 times.

Herewith increase of the dimension of the original problem leads only to the increase in

the relative gain. One of the techniques used to reduce computing � ≪counter≫ dynamic

programming � apparently is common to a whole class of problems that allow use of the

Bellman principle. The application of this technique bases on incomplete calculation of the

Bellman function in problem that has some internal symmetry, then the original problem

is obtained by gluing the resulting array of values of Bellman.

Keywords: dynamic programming method, tasks distribution.
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