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НОВЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ГЕТЕРОГЕННЫХ СРЕД 
B.C. Суров, И.В. Березанский 

Разработка математически корректных и физически непротиворечивых моделей 
много-фазных сред является актуальной задачей, поскольку не все существующие к 
настоящему времени модели гетерогенных сред являются таковыми. В данной рабо
те для многокомпонентной среды предлагаются две новые модели - в одно- и мно
госкоростном приближениях. Модели основаны на законах сохранения. Учитываются 
вязкие и теплопроводящие свойства смеси. Для приведенных моделей строятся авто
модельные решения типа бегущей волны. На примере бинарной смеси расчеты, про
изведенные в одно- и многоскоростном приближениях. Показывается, что при исполь
зовании релаксационных законов для диссипативных процессов системы уравнений 
относятся к гиперболическому типу. 

Ключевые слова: многокомпонентные вязкие теплопроводные смеси, одно- и мно
госкоростные среды, гиперболические системы уравнений в частных производных, ав
томодельные решения. 

Введение 
Односкоростные модели многокомпонентной среды используются при моделировании 

волновых процессов во вспененных жидкостях и полимерах [1], в пузырьковых жидко
стях [2], для локализации контактных поверхностей в мпогожидкостпой гидродинамике [3]. 
Включение в уравнения смеси сил вязкого трения и теплопроводности расширяет сферу 
приложения модели и дает возможность проводить расчеты течений, например, углеводо
родных смесей, биологических жидкостей и т.д. В литературе, помимо использованной в 
настоящей работе модели односкоростной смеси из [4], имеются и другие гиперболические 
модели, описывающие течения бинарных смесей (см. [5-7]), которые, в отличие от [4], не 
распространяются на случай с произвольным числом фракций в смеси. 

Если при рассмотрении явления распространения тепла в односкоростных гетерогенных 
средах воспользоваться законом Фурье, то тепловые волны будут перемещаться с бесконеч
ными скоростями. Если же вместо закона Фурье применить закон Максвелла - Каттанео 
[8-9], учитывающий релаксацию теплового потока, то движение волн происходит с конеч
ными скоростями, что в свою очередь связано с принадлежностью системы уравнений к 
гиперболическому типу [10]. 

Включение сил вязкого трения в уравнения модели односкоростной многокомпонентной 
среды из [4] также приводит к появлению волн с бесконечно большими скоростями распро
странения. В настоящей работе представлена модель среды, свободная от этого парадокса, 
в которой по аналогии с подходом Максвелла - Каттанео в теплопередаче также учтена 
релаксация вязких напряжений. 

Вязкие напряжения вводятся в уравнения модели односкоростной многокомпонентной 
среды из [4] на уровне смеси в целом, которые по виду совпадают с газодинамическими. В га
зовой динамике широко используется упрощенная формула для расчета вязких напряжений 
[11], которая для одномерных течений имеет вид 
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ãäå µ � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Íî ïðèìåíåíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîòåðå ãèïåð-
áîëè÷íîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. ×òîáû îñòàòüñÿ â ðàìêàõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, âìåñòî âûðàæåíèÿ (1) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

τσ

(
∂σ

∂t
+ u

∂σ

∂x

)
+σ = µ

∂u

∂x
. (2)

Ïîäîáíûé ïðèåì âïåðâûå èñïîëüçîâàëñÿ â òåïëîïåðåäà÷å äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàäîêñà,
ñâÿçàííîãî ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ âîëí. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôè-
çèêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëû âÿçêîñòè íà÷èíàþò äåéñòâîâàòü íå ìãíîâåííî, à â ïðîøåñòâèè
âðåìåíè ðåëàêñàöèè τσ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèå (2) åñòü óïðîùåííûé âàðèàíò ðåîëîãè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ æèäêîñòè Ìàêñâåëëà [12]. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñìåñü â öåëîì ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê âÿçêîóïðóãàÿ ñðåäà. Äëÿ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé âðåìÿ ðåëàêñàöèè ìîæåò áûòü íàé-
äåíî èç ñîîòíîøåíèÿ τσ = µ/G, ãäå G � ìîäóëü óïðóãîñòè ñìåñè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîñêîðîñòíûõ ñðåä â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ãåòåðîãåííîé
ñðåäû èç [13], îñíîâàííàÿ íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ. Îñîáåííîñòü ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì,
÷òî â íåé ââîäèòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû êàê ñìåñü â öåëîì, õàðàêòåðèçóåìàÿ îñðåäíåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè, ïëîòíîñòè è ò.ä., óðàâíåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ïî âèäó ñîâïàäàþò
ñ ãàçîäèíàìè÷åñêèìè. Ê ýòèì óðàâíåíèÿì äîáàâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå çàêî-
íû ñîõðàíåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíòîâ ñìåñè. Äàâëåíèå ïîëàãàëîñü îáùèì äëÿ âñåõ
ôðàêöèé ñìåñè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè èç [13], ó÷èòûâàþùàÿ âÿçêèå è
òåïëîïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà ñìåñè.

1. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîñêîðîñòíîé

âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì n-êîìïîíåíòíóþ ñìåñü ñ ïåðâûìè m ñæèìàåìûìè ôðàêöèÿìè [4], â óðàâ-
íåíèÿ êîòîðîé âêëþ÷åíû ýôôåêòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0, ρ

[
∂u

∂t
+ (u · ∇)u

]
+∇ (p− σ) = F,

∂

∂t

[
ρ

(
ε+

1

2
|u|2

)]
+ div

[
ρ

(
ε+

1

2
|u|2 + p− σ

ρ

)
u+W

]
= F · u,

τW

(
∂W

∂t
+ (u · ∇)W

)
+ χ∇T +W = 0, τσ

(
∂σ

∂t
+ (u · ∇)σ

)
− µdiv (u) + σ = 0;

∂αiρ
0
i

∂t
+ div

(
αiρ

0
iu
)
=

n∑
k=1

δikJ ik,

ρi

(
∂εi
∂t

+ (u · ∇)εi

)
+
αip

ρi

[
n∑
k=1

δikJik −
(
∂ρi
∂t

+ (u · ∇)ρi

)]
=

=
n∑
k=1

δikQik −
(
εi −

1

2
|u|2

) n∑
k=1

δikJik, i = 1, . . . ,m − 1;

∂αj
∂t

+ div (αju) =
1

ρ0j

n∑
k=1

δikJjk, j = m + 1, . . . ,n.

(3)

Ïîâåäåíèå ñæèìàåìûõ ôðàêöèé îïèñûâàåòñÿ êàëîðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ
εi = εi(p,ρ

0
i ), ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ñìåñè, ó÷èòûâàÿ ðàâåí-

ñòâà
∑n

i=1 αi = 1, ρ =
∑n

i=1 ρi, ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
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ε = ε (ρ, p, α1, ρ
0
1, . . . , αm−1, ρ

0
m−1, αm+1, . . . , αn). (4)

Ñðåäíþþ òåìïåðàòóðó îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

T =

n∑
i=1

αiTi, (5)

ãäå Ti � ëîêàëüíàÿ òåìïåðàòóðà i -é ôðàêöèè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç òåðìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ Ti = Ti(p,ρ

0
i ). Ôîðìóëó (5) ïåðåïèøåì òàê

T = T (ρ, p, α1, ρ
0
1, . . . , αm−1, ρ

0
m−1, αm+1, . . . , αn). (6)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë, ôàçîâûõ è
õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé äëÿ îäíîìåðíûõ ïëîñêèõ òå÷åíèé ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂ρ

∂ t
+ u

∂ ρ

∂ x
+ ρ

∂u

∂ x
= 0,

∂u

∂ t
+ u

∂u

∂ x
+

1

ρ

∂p

∂ x
− 1

ρ

∂σ

∂ x
= 0,

∂ p

∂ t
+ u

∂p

∂ x
+ ρc2

∂u

∂x
+H

∂W

∂ x
= 0,

∂W

∂ t
+ u

∂W

∂ x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kp

∂p

∂x
+

m−1∑
i=1

(
kαi

∂αi
∂x

+ kρ0i
∂ρ0i
∂x

)
+

n∑
j=m+1

kαj

∂αj
∂x

+
W

τW
= 0

∂σ

∂ t
+ u

∂σ

∂ x
− µ

τσ

∂u

∂x
+
σ

τσ
= 0;

∂ρ0i
∂ t

+ u
∂ρ0i
∂ x

+ ρ0iGi
∂u

∂ x
= 0,

∂αi
∂ t

+ u
∂αi
∂ x

+ αi (1−Gi)
∂u

∂ x
= 0, i = 1, . . . ,m − 1;

∂αj

∂ t
+ u

∂αj

∂ x
+ αj

∂u

∂ x
= 0, j = m + 1, . . . ,n,

(7)

ãäå

kρ =
χ

τW

∂T

∂ρ
, kp =

χ

τW

∂T

∂p
, kα1 =

χ

τW

∂T

∂α1
, kρ01 =

χ

τW

∂T

∂ρ01
, . . . , kαn =

χ

τW

∂T

∂αn
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ H, Gi è àäèàáàòè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ñ èìåþò âèä

H =
1

ρ

[
∂ε

∂p
+

m−1∑
i=1

∂εi
∂p

(
∂εi
∂ρ0i

)−1(αi
ρ0i

∂ε

∂αi
− ∂ε

∂ρ0i

)]−1

, Gi =
1

ρ0i

(
∂εi
∂ρ0i

)−1( p

ρ0i
− ρc2

∂εi
∂p

)
,

c =

√√√√√√√√
p−σ
ρ − ρ ∂ε∂ρ −

m−1∑
i=1

[
p
ρ0i

∂ε
∂ρ0i

(
∂εi
∂ρ0i

)−1
+ αi

∂ε
∂αi

(
1− p

((
ρ0i
)2 ∂εi

∂ρ0i

)−1
)]

−
n∑

j=m+1
αj

∂ε
∂αj

ρ

[
∂ε
∂p +

m−1∑
i=1

∂εi
∂p

(
∂εi
∂ρ0i

)−1 (
αi

ρ0i

∂ε
∂αi

− ∂ε
∂ρ0i

)] .

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (7) ïåðåïèøåì â âåêòîðíîé ôîðìå

∂U

∂t
+A

∂U

∂x
= S, (8)

ãäå
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U =
(
ρ, u, p, σ, ρ01, α1, . . . , ρ

0
m−1, αm−1, αm+1, . . . , αn, W

)T
,

S = (0, 0, 0, −σ/τσ, . . . , 0, −W/τW )T ,

A =



u ρ 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 u 1/ρ −1/ρ 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 ρc2 u 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 H
0 −µ/τσ 0 u 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 ρ01G1 0 0 u 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 α1(1−G1) 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 ρ0m−1Gm−1 0 0 0 u . . . 0 0 0 . . . 0 0
0 αm−1(1−Gm−1) 0 0 0 0 . . . u 0 0 . . . 0 0
0 αm+1 0 0 0 0 . . . 0 u 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 αn 0 0 u 0 . . . 0 0 0 . . . u 0
kρ 0 kp 0 kρ01 kα1 . . . kρ0m−1

kαm−1 kαm+1 . . . kαn u



.

Çäåñü Ò � îïåðàòîð òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) èìååò
âèä

[ξ − (u− c1)] [ξ − (u− c2)] (ξ − u)n+m−2 [ξ − (u+ c2)] [ξ − (u+ c1)] = 0, (9)

ãäå ξ = dx/dt. Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé c1 è c2 ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

c1 =

√
1

2
{c2 + ω2+kpH + Z} ,

c2 =

√
1

2
{c2 + ω2+kpH − Z} ,

ãäå ω2= µ
ρτσ

,

Z =

√√√√√c4+H

kp (2c2+2ω2+kpH) + 4

kρ+1

ρ

m−1∑
i=1

(
kρ0i

ρ0iGi + kαiαi(1−Gi)
)
+

n∑
j=m+1

kαjαj

.
Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (9) � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, ìàòðè-

öó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = Ω−1ΛΩ, (10)

ïîýòîìó ñèñòåìà (7) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (7) ê äèâåðãåíòíîìó âèäó íå
ïðèâîäèòñÿ.

Äëÿ áèíàðíîé ñìåñè èäåàëüíîãî ãàçà ñ íåñæèìàåìîé âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé ãàçîäèíàìè-
÷åñêàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) èìååò âèä
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∂ρ

∂ t
+ u

∂ ρ

∂ x
+ ρ

∂u

∂ x
= 0,

∂u

∂ t
+ u

∂u

∂ x
+

1

ρ

∂ (p− σ)

∂ x
= 0,

∂ p

∂ t
+ u

∂p

∂ x
+ ρc2

∂u

∂x
+H

∂W

∂ x
= 0,

∂α

∂ t
+ u

∂α

∂ x
− (1− α)

∂u

∂x
= 0,

(11)

ãäå c =
√

γ (p−σ)
αρ , H = γ−1

α , α � îáúåìíàÿ äîëÿ ãàçà â ñìåñè. Âûðàæåíèå äëÿ çàêîíà Ôóðüå

ñ òåïëîâîé ðåëàêñàöèåé, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå T = T (p, ρ, α), ïåðåïèøåì êàê

∂W

∂ t
+ u

∂W

∂x
+ kp

∂p

∂x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kα

∂α

∂x
+
W

τW
= 0, (12)

ãäå

kρ =
χ

τW

∂T

∂ρ
, kp =

χ

τW

∂T

∂p
, kα =

χ

τW

∂T

∂α
.

Ñèñòåìó (2), (11) è (12) ïðåäñòàâèì â âåêòîðíîé ôîðìå (8), â êîòîðîé

U =



ρ
u
p
σ
α
W

 , A =



u ρ 0 0 0 0
0 u 1/ρ −1/ρ 0 0
0 ρc2 u 0 0 H
0 −ρω2 0 u 0 0
0 α− 1 0 0 u 0
kρ 0 kp 0 kα u

 , S =



0
0
0

−σ/τσ
0

−W/τW

 . (13)

Ìàòðèöà A èìååò øåñòü äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: u ± c1, u, u, u ± c2,
ãäå

c1 =

√
1
2

{
c2 + ω2 + kpH +

√
c4 +H

[
kp [2(c2 + ω2) + kpH] + 4

(
kρ − kα

ρ (1− α)
)]}

,

c2 =

√
1
2

{
c2 + ω2 + kpH −

√
c4 +H

[
kp [2(c2 + ω2) + kpH] + 4

(
kρ − kα

ρ (1− α)
)]}

.

(14)

Îòìåòèì, ÷òî c1 îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé,
à c2 � òåïëîâûõ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû Ω è Λ â ïðåäñòàâëåíèè (10) èìåþò âèä

Ω =



−kρ
c1

ρ
(
c21
H − kp

)
− c1
H

1
c1

(
c21
H − kp

)
−kα
c1

1

kρ
c1

ρ
(
c21
H − kp

)
c1
H − 1

c1

(
c21
H − kp

)
kα
c1

1

−kρ
c2

ρ
(
c22
H − kp

)
− c2
H

1
c2

(
c22
H − kp

)
−kα
c2

1

kρ
c2

ρ
(
c22
H − kp

)
c2
H − 1

c2

(
c22
H − kp

)
kα
c2

1

1 0 0 0 − ρ
α−1 0

0 0 0 1 ρω2

α−1 0


,

Λ =



u− c1 0 0 0 0 0
0 u+ c1 0 0 0 0
0 0 u− c2 0 0 0
0 0 0 u+ c2 0 0
0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 u

 .

(15)
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Ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ïóçûðüêîâóþ æèäêîñòü. Áåç ïîòåðè òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
òåìïåðàòóðà íåñæèìàåìîé ôðàêöèè ïîñòîÿííà, ò.å. T2 = const, ïîñêîëüêó åå äîëÿ â ñìåñè
çíà÷èòåëüíà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñíèìàåòñÿ ïðè ó÷åòå ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè. Âûðàæåíèå
äëÿ ñðåäíåé òåìïåðàòóðû (5) äàåò

T =
α2p

[ρ− ρ02(1− α)]R
+(1− α)T0, (16)

ãäå T0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ñðåäû, R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (16)
êîýôôèöèåíòû kρ, kp è kα, êîòîðûå âõîäÿò â ñîîòíîøåíèÿ (14), ïðèíèìàþò âèä:

kρ = − α2χp

τW [ρ− ρ02(1− α)]2R
,

kp =
α2χ

τW [ρ− ρ02(1− α)]R
,

kα =
χ

τW

(
αp(2ρ+ αρ02)

[ρ− ρ02(1− α)]2R
− T0

)
.

(17)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âîäíî-âîçäóøíîé ñìåñè ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ è îáúåìíîé äîëå ãà-
çîâîé ñîñòàâëÿþùåé α = 0,1 (ρ02=1000 êã/ì

3), çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé c1, c2 è ñ ðàâíû 39,38, 2,06
è 39,44 ì/ñ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàñ÷åòàõ êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñìåñè îïðåäåëÿëñÿ
èç âûðàæåíèÿ

χ =
1

ρ
(ρ1χ1 + ρ2χ2) ,

ãäå χ1 = 2, 58× 10−2 êã·ì/(ñ3 Ê) � äëÿ âîçäóõà, χ2 = 60, 2× 10−2 êã·ì /(ñ3 Ê) � äëÿ âîäû, à
êîýôôèöèåíò τW =10 ñ [14]. Âÿçêîñòü ñìåñè ïîëàãàëàñü ðàâíîé âÿçêîñòè æèäêîñòè µ = 10−3

êã/(ì ñ), τσ= 0,1 ñ. Çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ãåòåðîãåííîé ñìåñè, â îòëè÷èå
îò ≪÷èñòûõ≫ ãàçîâ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòà òåïëîâîé ðåëàêñàöèè τW è â
ìåíüøåé ñòåïåíè îò µ è τσ.

2. Ìîäåëü ìíîãîñêîðîñòíîé âÿçêîé òåïëîïðîâîäíîé ñðåäû

Äëÿ áèíàðíîé ñìåñè ñ îáúåìíîé äîëåé èäåàëüíîãî ãàçà α è íåñæèìàåìîé âòîðîé ñî-
ñòàâëÿþùåé óðàâíåíèÿ ìíîãîñêîðîñòíîé ìîäåëè èç [13], â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ó÷òåíû
âÿçêîñòíûå è òåïëîïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà ñìåñè, ïðèíèìàþò âèä

∂ρ

∂ t
+ u

∂ ρ

∂ x
+ ρ

∂u

∂ x
= 0,

∂u

∂ t
+ u

∂u

∂ x
+

1

ρ

∂ (p− σ)

∂ x
= 0,

∂ p

∂ t
+ u

∂p

∂ x
+ ρc2

∂u

∂x
+H

∂W

∂ x
= 0, τσ

(
∂σ

∂t
+ u

∂σ

∂x

)
+σ = µ

∂u

∂x
,

∂W

∂ t
+ u

∂W

∂x
+ kp

∂p

∂x
+ kρ

∂ρ

∂x
+ kα

∂α

∂x
+
W

τW
= 0,

∂α

∂ t
+ us

∂α

∂x
− (1− α)

∂us
∂x

= 0,
∂us
∂ t

+ us
∂us
∂ x

+
1

ρs

∂p

∂ x
−G

∂α

∂ x
= S,

(18)

ãäå

c =

√
γ (p − σ)

αρ
, H =

γ − 1

α
, G =

p

(1− α)ρs
,

kρ =
χ

τW

∂T

∂ρ
, kp =

χ

τW

∂T

∂p
, kα =

χ

τW

∂T

∂α
.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (18) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ − u −ρ 0 0 0 0 0
0 ξ − u −1/ρ 1/ρ 0 0 0
0 −ρc2 ξ − u 0 −H 0 0
0 µ/τσ 0 ξ − u 0 0 0

−kρ 0 −kp 0 ξ − u −kα 0
0 0 0 0 0 ξ − us 1− α
0 0 −1/ρs 0 0 G ξ − us

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

èëè, ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì

λ(ξ) =
[
(ξ−us)2 − (1− α)G

]
(ξ−u)5+

+

{
(1− α)kαH

ρs
−
[
(ξ−us)2 − (1− α)G

](
c2 + kpH +

µ

ρτσ

)}
(ξ−u)3+

+

{
H
[
(ξ−us)2 − (1− α)G

](µkp
ρτσ

− kρ

)
−
µ(1− α)kαH

ρsρ

}
(ξ−u) = 0.

(19)

Âûïèñàòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (19) íå óäàåòñÿ. Îäíàêî,
åñëè â âûðàæåíèè (19) ïîëîæèòü kα = 0, òî îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

λ1(ξ) = (ξ−u)
[
(ξ−us)2 − (1− α)G

]
×

×
[
(ξ−u)4 −

(
c2 + kpH+ µ

ρτσ

)
(ξ−u)2 −

(
kρ −

µkp

ρτσ

)
H
]
= 0,

(20)

êîðíè êîòîðîãî

u, u± c1, u± c2, us ± c3,

ãäå

c1 =

√
1

2

{
c2 + ω2 + kpH +

√
c4 +H (kp [2(c2 + ω2) + kpH] + 4kρ)

}
,

c2 =

√
1

2

{
c2 + ω2 + kpH −

√
c4 +H (kp [2(c2 + ω2) + kpH] + 4kρ)

}
, c3 =

√
p

ρs
.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãàçîæèäêîñòíûõ ñèñòåì óñëîâèå kα = 0 ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò âèä
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, ÷òî âèäíî èç ðèñ. 1, ãäå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè λ(ξ) è λ1(ξ)
äëÿ âîäíî-âîçäóøíîé ñìåñè ñ ïàðàìåòðàìè: α = 0, 9, T0 = 293 K, ρ01 = 1, 19 êã/ì3, γ =1,4,
ρs =1000 êã/ì3, χ = 2, 58 × 10−2 êã·ì /(ñ3 Ê), χs = 60, 2 × 10−2 êã·ì/(ñ3 Ê), τW = 10−2 ñ,
µ = 0,01 êã/(ì ñ), τσ=0,1 ñ. Ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìû (19)
è (20) ñîâïàäàþò. Äëÿ äðóãèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì óñëîâèå kα = 0 ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåïðèåìëåìûì, â ýòîì ñëó÷àå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü
÷èñëåííî èç (19).

3. Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ

Ðåøåíèå ñèñòåìû (7) áóäåì èñêàòü â âèäå ρ = ρ(ξ), u = u(ξ), p = p(ξ) , σ = σ(ξ) ,
W = W (ξ) , ρ0i = ρ0i (ξ), αi = αi(ξ), αj = αj(ξ), ãäå ξ = x −Dt . Ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé

∂

∂t
=

d

dξ

∂ξ

∂t
= −D d

dξ
,

∂

∂x
=

d

dξ

∂ξ

∂x
=

d

dξ
, (21)
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè λ(ξ) è λ1(ξ) (êðèâûå 1 è 2 ) äëÿ âîäíî-âîçäóøíîé ñìåñè

ñèñòåìà (7) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(u−D)
dρ

dξ
+ ρ

du

dξ
= 0, (u−D)

du

dξ
+

1

ρ

dp

dξ
− 1

ρ

dσ

dξ
= 0, (u−D)

dp

dξ
+ ρc2

du

dξ
+H

dW

dξ
= 0,

(u−D)
dW

dξ
+ kρ

dρ

dξ
+ kp

dp

dξ
+

m−1∑
i=1

(
kαi

dαi
dξ

+ kρ0i
dρ0i
dξ

)
+

n∑
j=m+1

kαj

dαj
dξ

+
W

τW
= 0,

(u−D)
dσ

dξ
− µ

τσ

du

dξ
+
σ

τσ
= 0, (u−D)

dρ0i
dξ

+ ρ0iGi
du

dξ
= 0,

(u−D)
dαi
dξ

+ αi(1−Gi)
du

dξ
= 0, i = 1, . . . ,m − 1;

(u−D)
dαj
dξ

+ αj
du

dξ
= 0, j = m + 1, . . . ,n.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áèíàðíîé ñìåñè èäåàëüíîãî ãàçà ñ íåñæèìàåìîé âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèøåòñÿ êàê

(u−D)
dρ

dξ
+ ρ

du

dξ
= 0, (u−D)

du

dξ
+

1

ρ

dp

dξ
− 1

ρ

dσ

dξ
= 0,

(u−D)
dp

dξ
+ ρc2

du

dξ
+H

dW

dξ
= 0,

(u−D)
dW

dξ
+ kρ

dρ

dξ
+ kp

dp

dξ
+ kα

dα

dξ
+
W

τW
= 0,

(u−D)
dσ

dξ
− µ

τσ

du

dξ
+
σ

τσ
= 0, (u−D)

dα

dξ
− (1− α)

du

dξ
= 0.

(22)

Ñèñòåìó (22) ïåðåïèøåì â óäîáíîì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âèäå
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè p(ξ)/p0 (êðèâàÿ 1 ), σ(ξ)/σ0 (2 ), u(ξ), α(ξ), W (ξ)/|W0| äëÿ âîäíî-
âîçäóøíîé ñìåñè (îäíîñêîðîñòíàÿ ìîäåëü)

du

dξ
= Ψ,

dρ

dξ
= AΨ,

dσ

dξ
= EΨ+ F,

dα

dξ
= BΨ,

dp

dξ
=
F

Φ

[
H

(
kρA+ kαB − EW

τWF

)
−ρ(u−D)

(
c2 − HW

τWF

)]
,

dW

dξ
=

1

Φ

[
ρc2
(
W

τW
+ kpF

)
− (u−D)

{
W

τW
[ρ(u−D)− E] + F (kρA+ kαB)

}]
,

(23)

ãäå

A = − ρ

u−D
, B =

1− α

u−D
, E =

µ

τσ(u−D)
, F = − σ

τσ(u−D)
,

Φ = (u−D)
{
ρ
[
(u−D)2 − c2

]
− ρkpH − uE

}
+H (kρA+ kαB) ,

Ψ =
F

Φ

[
(u−D)2−H

(
kp +

W

τWF

)]
.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè âîëíû ïî íåïîäâèæíîé îäíîðîäíîé
ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè ñ ïàðàìåòðàìè: α0 = 0,9, T0 = 293 K, ρ010 = 1, 19 êã/ì3, γ = 1,4, ρs =
1000 êã/ì3, χ = 2, 58 × 10−2 êã·ì/(ñ3 Ê), χs = 60, 2 × 10−2 êã ì/(ñ3 Ê), τW = 102 ñ, µ =
0,01 êã/(ì ñ), τσ= 0,1 ñ. Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ âîëíû ïîëàãàëàñü ðàâíîé D = � 39,112 ì/ñ.
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Îòìåòèì, ÷òî èç-çà îñîáåííîñòåé â ñèñòåìå (23) íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ âî âñåì
ôðîíòå âîëíû íå óäàåòñÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòà ðåøàëàñü
çàäà÷à Êîøè íà îòðåçêå îò ξ− = 0,005 äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ âàðèàíòà: p(ξ−) = 0,1 ÌÏà, u(ξ−) = 0, W (ξ−) = −103 Äæ/(ì2 ñ),
σ(ξ−) = 104 Ïà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîñêîðîñòíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (18), ñèñòåìà (17)
ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(u−D)
dρ

dξ
+ ρ

du

dξ
= 0, (u−D)

du

dξ
+

1

ρ

dp

dξ
= 0, (u−D)

dp

dξ
+ ρc2

du

dξ
+H

dW

dξ
= 0,

(u−D)
dW

dξ
+ kρ

dρ

dξ
+ kp

dp

dξ
+ kα

dα

dξ
+
W

τW
= 0,

(us −D)
dα

dξ
− (1− α)

dus
dξ

= 0, (us −D)
dus
dξ

+
1

ρs

dp

dξ
−G

dα

dξ
= S.

(24)

Ïåðåïèøåì (24) â óäîáíîì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âèäå

du

dξ
= Φ,

dρ

dξ
= AΦ,

dα

dξ
= BΨ,

dp

dξ
=MΦ+ L,

dσ

dξ
= KΦ+ L,

dW

dξ
= PΦ+R,

dus
dξ

= Ψ,

(25)

ãäå

A = − ρ

u−D
, B =

1− α

us −D
, K =

µ

τσ(u−D)
, L = − σ

τσ(u−D)
,

M = K − ρ(u−D), P = −M (u−D)+ρc2

H
, R = −L (u−D)

H
,

X = (u−D)P + kαA+ kpM, Y = −kpL− (u−D)R−W/τW .

Φ =
ρsY (us −D −BG) + kαB(L− ρsS)

ρsX(us −D −BG)− kαBM
, Ψ = − MY +X(L− ρsS)

ρsX(us −D −BG)− kαBM
.

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðåøàëàñü çàäà÷à Êîøè íà îòðåçêå îò ξ− = � 0,005. Íà ðèñ. 3
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (25) äëÿ âàðèàíòîâ ñ êîýôôèöèåíòîì kα,
ðàâíûì íóëþ è ðàññ÷èòàííûì ïî ôîðìóëå (17). Èñõîäíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è ñëåäóþùèå:
D = −39, 178 ì/ñ, p(ξ−) = 0,1 ÌÏà, u(ξ−) = 0, us(ξ−) = 0, W (ξ−) = −103 äæ/(ì2 ñ),
σ(ξ−) = 104 Ïà, S = 0. Ïàðàìåòðû âîäíî-âîçäóøíîé ñìåñè òå æå, ÷òî è â ïåðâîì ïðèìåðå.

Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè òåñòèðîâàíèè
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáàòûâàåìûõ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îáùèõ óðàâíåíèé ìîäåëåé (3) è
(18).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíû ìîäèôèöèðîâàííûå ìîäåëè îäíî- è ìíîãîñêîðîñòíîé ìíîãîêîìïîíåíò-
íîé ñðåäû, ó÷èòûâàþùèå âÿçêîñòíûå è òåïëîïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà ñìåñè. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåëàêñàöèîííûõ çàêîíîâ äëÿ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé îòíîñÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé ñðåäû èññëåäîâàíû
àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðåøàòåëåé çàäà÷è Ðèìàíà, èñïîëüçóåìûõ â ÷èñëåííûõ ñõåìàõ
ãîäóíîâñêîãî òèïà.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè p(ξ)/p0 (êðèâàÿ 1 ), σ(ξ)/σ0 (2 ), u(ξ) (3 ), us(ξ) (4 ), ρ(ξ)/ρ0,
W (ξ)/|W0| äëÿ âîäíî-âîçäóøíîé ñìåñè (ìíîãîñêîðîñòíàÿ ìîäåëü). kα èç (17) � ñïëîø-
íûå êðèâûå;kα = 0 � êðóæî÷êè

Îáîçíà÷åíèÿ

ñ � ñêîðîñòü çâóêà â ñìåñè; c∗i, γi, ρ∗i � êîíñòàíòû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ; D � ñêîðîñòü
ïåðåìåùåíèÿ âîëíû; m � ÷èñëî ñæèìàåìûõ ôðàêöèé â ñìåñè; n � îáùåå êîëè÷åñòâî ôðàê-
öèé; p � äàâëåíèå; u � âåêòîð ñêîðîñòè; F � ïëîòíîñòü ìàññîâîé ñèëû; Jij � èíòåíñèâíîñòü
ïðåâðàùåíèÿ ìàññû èç i-é ôðàêöèè â j -þ íà åäèíèöó îáúåìà ñìåñè; Qij � òåïëîâûäåëå-
íèå â åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó îáúåìà ñìåñè âñëåäñòâèå ïðåâðàùåíèÿ i -é ôðàêöèè â
j -þ; T è W � îñðåäíåííûå òåìïåðàòóðà è âåêòîð ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà; αi � îáú-
åìíàÿ äîëÿ i -é ôðàêöèè â ñìåñè; δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; ξ � àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ;
ρ � ïëîòíîñòü ñìåñè; ρ0i � èñòèííàÿ ïëîòíîñòü i -é ôðàêöèè; ρs� ïëîòíîñòü íåñæèìàåìîé
ôðàêöèè; ρi= αiρ

0
i � ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü i-é ôðàêöèè; εi � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

i -ãî êîìïîíåíòà; σ � âÿçêîå íàïðÿæåíèå; µ � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè; χ � êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ñìåñè; τW è τσ � âðåìåíà òåïëîâîé ðåëàêñàöèè ñìåñè è ðåëàêñàöèè âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé. Èíäåêñû: 0 � â íåâîçìóùåííîé ñðåäå; i � äëÿ ñæèìàåìûõ ôðàêöèé; j � äëÿ
íåñæèìàåìûõ.
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Â.Ñ. Ñóðîâ, È.Â. Áåðåçàíñêèé

Invention mathematically and physically correct models multiphase environment is an

important problem, since many of the available models of heterogeneous environment are

not such. In this paper, for multi-component environment o�ers two new models - single- and

multi-velocity approximations. The models are based on the laws of conservation. Viscous

and heat-conducting properties of the mixture are considered. For the described models is

constructed automodels solution kind of traveling wave. On the example of a binary mixture

have done of calculations for single- and multi-velocity approximations. It is shown that,

if the use of the relaxation of the laws for the dissipative processes then the system of

equations are hyperbolic.

Keywords: multicomponent viscous heat-conducting mixture, singlevelocity and

multivelocity multicomponent medium, hyperbolic systems of partial di�erential equations,

automodel solutions.
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