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О РАСПРОСТРАНЕНИИ СЛАБЫХ СИГНАЛОВ 
В СПЛОШНЫХ СРЕДАХ 
В.Ф. Куропатенко 

Рассматривается метод определения скорости распространения слабых сигналов 
в различных средах - идеальных, неидеальных (с отличным от нуля девиатором на­
пряжений) и многокомпонентных. Что касается идеальных сред, то формула Лапласа 
для скорости звука 

настолько широко применяется во всем мире в течение длительного времени, что она 
воспринимается как определение скорости звука. В работе показано, что эта форму­
ла является не определением, а следствием рассмотрения законов сохранения массы 
импульса и энергии в случае малых возмущений в среде с произвольным уравнением 
состояния. Точно такое же рассмотрение в случае упругой изотропной среды позволя­
ет выразить скорости распространения продольных и поперечных малых возмущений 
через свойства твердого тела. Эти зависимости достаточно хорошо изучены в теории 
упругости, хотя иногда встречаются работы по механике сплошных сред, содержащие 
несколько иные, чем общепринятые, связи скоростей продольных и поперечных возму­
щений с гидродинамической скоростью звука. Их обсуждение в данной статье вызвано 
необходимостью продемонстрировать общность применяемого метода. 

Наконец, в случае многокомпонентных сред метод приводит к уравнению для ско­
рости звука смеси, принципиально отличному от широко применяемого. В работе дает­
ся обоснование нового уравнения, выражающего скорость звука смеси через скорости 
звука и концентрации компонентов. 

Ключевые слова: математическая модель, скорость звука, идеальная среда, 
смесь, упругость, концентрация, уравнение состояния. 

1. Идеальная среда 
В идеальной сплошной среде девиатор тензора напряжений равен нулю, и в каждой 

точке пространства x, y, z, t на вещество действует единственная сила - давление. Законы 
сохранения массы, количества движения и энергии в этом случае имеют вид 
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Îäíèì èç ñëåäñòâèé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (1) � (3) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî ýíòðîïèè S âäîëü
òðàåêòîðèè ëþáîé ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû

∂S

∂t
+ Ū∇S = 0. (4)

Â ñëó÷àå ïëîñêîñèììåòðè÷íîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (1), (2) è óðàâ-
íåíèå (4) èìåþò âèä [1]

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x
+ ρ

∂U

∂x
= 0, (5)

ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂x
+
∂P

∂x
= 0, (6)

∂S

∂t
+ U

∂S

∂x
= 0. (7)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) � (7) çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

P = P (ρ, S) .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì P (ρ, S) âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû

∂P

∂t
+ U

∂P

∂x
=

(
∂P

∂ρ

)
S

(
∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x

)
+

(
∂P

∂S

)
ρ

(
∂S

∂t
+ U

∂S

∂x

)
. (8)

Îáîçíà÷èì [1] (
∂P

∂ρ

)
S

= C2 (9)

è, èñïîëüçóÿ (7), çàïèøåì (8) â âèäå

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂õ
=

1

C2

(
∂P

∂t
+ U

∂P

∂õ

)
. (10)

Ïîäñòàâèâ (10) â (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂P

∂t
+ U

∂P

∂x
+ ρC2∂U

∂x
= 0. (11)

Óðàâíåíèå (11) âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (6) âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé

dx

dt
= U ± C (12)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

dP

dt
± ρC

dU

dt
= 0, (13)

ãäå

d

dt
=

∂

∂t
+ (U ± C)

∂

∂x
. (14)

Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ñðåäû èçìåíèòü õîòÿ áû îäíó èç âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ
ñîñòîÿíèå è äâèæåíèå, òî ýòî âîçìóùåíèå áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âî âñå ñòîðîíû. Ââå-
äåì ñëàáûå âîçìóùåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P, ρ, C è U èìåþò âèä
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P = P0 + δP,C = C0 + δC, U = U0 + δU, ρ = ρ0 + δρ, ãäå P0 = const, ρ0 = const, U0 = 0,
C0 = const, à δP, δρ, δC, δU òàêèå ìàëûå âåëè÷èíû, ÷òî δP << P0, δρ << ρ0, δC << C0,
δU << C0. Ïîäñòàâèâ P, ρ, C, U â (12), (13) è îòáðîñèâ ìàëûå âåëè÷èíû, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê è óðàâíåíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê â âèäå

dx

dt
= U0 ± C0, (15)

dδP

dt
± ρ0C0

dδU

dt
= 0. (16)

Ïîñêîëüêó ρ0 = const, C0 = const, U0 = 0, òî óðàâíåíèÿ (15), (16) ìîæíî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

1) âäîëü õàðàêòåðèñòèê 1-ãî ñåìåéñòâà

x = x0 + (U0 + C0) (t− t0)

ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

δP + ρ0C0δU = const, (17)

2) âäîëü õàðàêòåðèñòèê 2-ãî ñåìåéñòâà

x = x0 + (U0 − C0) (t− t0)

ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

δP − ρ0C0δU = const. (18)

Ïîñòîÿííûå âäîëü õàðàêòåðèñòèê âåëè÷èíû â óðàâíåíèÿõ (17), (18) íàçîâåì àêóñòè÷åñêèìè
èíâàðèàíòàìè α è β

α = δU +
1

ρ0C0
δP, β = δU − 1

ρ0C0
δP.

Ìàëûå âîçìóùåíèÿ δUè δP âûðàæàþòñÿ ÷åðåç àêóñòè÷åñêèå èíâàðèàíòû òàê

δU = 0, 5 (α+ β) , δP = 0, 5 (α− β) ρ0C0 .

Àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå δU (x) èëè δP (x) ïðè
t > 0 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå îäèíàêîâûå ÷àñòè: 0, 5δUèëè 0, 5δP , êîòîðûå ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìå-
íåíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ýòîãî âîçìóùåíèÿ â ïîêîÿùåéñÿ ñðåäå ðàâíà íàêëîíó õàðàêòåðèñòèê dx

dt = ±C0. Âåëè÷èíà
C0 çàâèñèò òîëüêî îò ñâîéñòâ ñðåäû è íå çàâèñèò îò ôîðìû âîçìóùåíèÿ. Òèïè÷íûìè âîç-
ìóùåíèÿìè äëÿ âîçäóõà ÿâëÿþòñÿ øóìû, çâóêîâûå ñèãíàëû, ïîýòîìó âåëè÷èíà Ñ ïîëó÷èëà
íàçâàíèå ñêîðîñòü çâóêà.

Ñêîðîñòü çâóêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9), ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ïðè óñëî-

âèè
(
∂P
∂ρ

)
S
≥ 0. Âñå ñëó÷àè íàðóøåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ òðåáóþò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîìåðíûå òå÷åíèÿ èäåàëüíîé ñïëîøíîé ñðåäû â ñëó÷àå öèëèí-
äðè÷åñêîé èëè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïîñëå ïåðåõîäà îò êîîðäèíàòû x ê êîîðäèíàòå r
óðàâíåíèÿ (5), (6) ïðèìóò âèä

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂r
+ ρ

∂U

∂r
+

(ν − 1) ρU

r
= 0, (19)
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ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂r
+
∂P

∂r
= 0, (20)

ãäå U � ñêîðîñòü âäîëü ëþáîãî ëó÷à 0r, ν � ïîêàçàòåëü ñèììåòðèè (ν = 1 � ïëîñêîå òå÷åíèå,
ν = 2 � òå÷åíèå ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ν = 3 � òå÷åíèå ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðè-
åé). Ïîñëå çàìåíû ñ ïîìîùüþ (10) ïðîèçâîäíûõ ρ (t, r) ïðîèçâîäíûìè P (t, r) è ïåðåõîäà ê
ìàëûì âîçìóùåíèÿì óðàâíåíèå (19) ïðèíèìàåò âèä

∂δP

∂t
+ U0

∂δP

∂r
+ ρ0C

2
0

∂δU

∂r
+

(ν − 1)
(
ρ0C

2
0δU + U0C

2
0δρ+ 2U0ρ0C0δC

)
r

= 0. (21)

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé (20), (21) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâ-
íåíèÿ ñàìèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè U0 = 0 èìåþò òî÷íî òàêóþ æå ôîðìó

dr

dt
= ±C0,

êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîé ñèììåòðèè, à óðàâíåíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê îòëè÷àþòñÿ.

2. Íåèäåàëüíàÿ ñðåäà

Èç âñåõ âîçìîæíûõ íåèäåàëüíûõ ñðåä ðàññìîòðèì òîëüêî óïðóãóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó,
ïîñêîëüêó óïðóãèå äåôîðìàöèè îáðàòèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíòðîïèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé
âäîëü òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (7). Çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ìàññû íå çàâèñèò îò íåèäåàëüíîñòè ñðåäû è èìååò âèä (1). Âåêòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
íåèäåàëüíîé ñðåäû â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàòíûå îñè ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñêàëÿðíûõ óðàâ-
íåíèÿ [2]

ρ
dUx
dt

+
∂P

∂x
− ∂Sxx

∂x
− ∂τyx

∂y
− ∂τxz

∂z
= 0, (22)

ρ
dUy
dt

+
∂P

∂y
− ∂τyx

∂x
− ∂Syy

∂y
− ∂τyz

∂z
= 0, (23)

ρ
dUz
dt

+
∂P

∂z
− ∂τxz

∂x
− ∂τyz

∂y
− ∂τzz

∂z
= 0, (24)

ãäå Sxx, Syy, Szz � íîðìàëüíûå, τxy = τyx, τxz = τzx, τyz = τzy � êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû
äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè óïðóãèõ íàïðÿæåíèé è äåôîð-
ìàöèé [3] è âûïèøåì çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè.

Sxx =
2G

3
(2εxx − εyy − εzz) , (25)

Syy =
2G

3
(−εxx + 2εyy − εzz) , (26)

Szz =
2G

3
(−εxx − εyy + 2εzz) , (27)

τxy = Gγyx, τyz = Gγyz, τxz = Gγxz, (28)

ãäå

εxx =
∂x

∂x0
, εyy =

∂y

∂y0
, εzz =

∂z

∂z0
, (29)
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γyx =
∂y

∂x0
, γzy =

∂z

∂y0
, γxz =

∂x

∂z0
. (30)

Â îäíîìåðíîì òå÷åíèè âäîëü îñè x âñå âåëè÷èíû â ïëîñêîñòè zOy, îðòîãîíàëüíîé îñè
x, äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî

∂

∂y
= 0,

∂

∂z
= 0,

∂

∂y0
= 0,

∂

∂z0
= 0.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà óðàâíåíèÿ (1), (22) � (30), ïðèíèìàþò âèä

∂ρ

∂t
+ Ux

∂ρ

∂x
+ ρ

∂Ux
∂x

= 0, (31)

ρ
∂Ux
∂t

+ ρUx
∂Ux
∂x

+
∂P

∂x
− ∂Sxx

∂x
= 0, (32)

ρ
∂Uy
∂t

+ ρUx
∂Uy
∂x

− ∂τyx
∂x

= 0, (33)

ρ
∂Uz
∂t

+ ρUx
∂Uz
∂x

− ∂τzx
∂x

= 0,

εyy = 0, εzz = 0, γzy = 0, γxz = 0,

Sxx =
4

3
G
∂x

∂x0
, Syy = −2

3
G
∂x

∂x0
, Szz = −2

3
G
∂x

∂x0
, (34)

τyx = G
∂y

∂x0
, τzx = 0, τzy = 0. (35)

Ñäåëàåì åùå îäíî óïðîùåíèå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Uz = 0, ò.å. â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ êîëåáà-
íèé ìàòåðèàëüíûå ÷àñòèöû ñìåùàþòñÿ òîëüêî âäîëü îñè y. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (34), (35),
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ Sxx è τyx

dSxx
dt

− 4

3
G
∂Ux
∂x0

= 0,
∂τyx
∂t

−G
∂Uy
∂x0

= 0. (36)

×òîáû ïåðåéòè îò ëàãðàíæåâîé êîîðäèíàòû x0 ê ýéëåðîâîé êîîðäèíàòå x, ðàññìîòðèì
ïàðàëëåëåïèïåä îáúåìîì dθ0 = dx0dy0dz0. Óäåëüíûé îáúåì âåùåñòâà ñ ìàññîé dm â ýòîì
îáúåìå îáîçíà÷èì ÷åðåç V0 = dx0dy0dz0/dm. Â îäíîìåðíîì äâèæåíèè dy0 = const, dz0 =
const, à dx èçìåíèòñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçìåíèòñÿ óäåëüíûé îáúåì

V = dx dy0 dz0/dm. (37)

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè x(x0, y0, z0) èìååò âèä

dx =

(
∂x

∂x0

)
y0,z0

dx0, (38)

ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì äâèæåíèè îòñóòñòâóþò ñäâèãè è ïîâîðîòû è ∂x
∂y0

= 0, ∂x
∂z0

= 0.
Ïîäñòàâèâ (38) â (37), ïîëó÷èì ñâÿçü V è V0

V = V0

(
∂x

∂x0

)
y0,z0

. (39)
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Èç-çà îòñóòñòâèÿ ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ ïðîèçâîäíûå ∂Ux
∂x0

è
∂Uy

∂x0
, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (36),

ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

∂Ux
∂x0

=
∂Ux
∂x

(
∂x

∂x0

)
,
∂Uy
∂x0

=
∂Uy
∂x

(
∂x

∂x0

)
. (40)

Ïðåîáðàçóåì äàëüøå âûðàæåíèÿ ∂Ux
∂x0

,
∂Uy

∂x0
, ïîäñòàâèâ ∂x

∂x0
èç (39) â (40), è ïîäñòàâèì ïîëó÷åí-

íûé ðåçóëüòàò â (36). Çàìåíèâ ñóáñòàíöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå dSxx
dt è

dτyx
dt èõ âûðàæåíèÿìè

÷åðåç ∂Sxx
∂t ,

∂Sxx
∂x ,

∂τyx
∂t è

∂τyx
∂x , ïîëó÷èì

∂Sxx
∂t

+ Ux
∂Sxx
∂x

− 4

3
G · V

V0

∂Ux
∂x

= 0, (41)

∂τyx
∂t

+ Ux
∂τyx
∂x

−G
V

V0

∂Uy
∂x

= 0. (42)

Îêîí÷àòåëüíî èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé (31) � (33), (41) è (42). Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïåðåéäåì,
êàê è ðàíåå, ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì P = P0 + δP, ρ = ρ0 + δρ, Ux = Ux0 + δUx, Sxx =
Sxx0 + δSxx, V = V0 + δV, C2 = C2

0 + δC2, τyx = τyx0 + δτyx ïðè P0 = const, ρ0 = const, C2
0 =

const, Ux0 = 0, Sxx0 = 0, V0 = const, τyx0 = 0. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

∂δP

∂t
+ ρ0C

2
0

∂δUx
∂x

= 0, (43)

ρ0
∂δUx
∂t

+
∂δP

∂x
− ∂δSxx

∂x
= 0, (44)

∂δSxx
∂t

− 4

3
G
∂δUx
∂x

= 0, (45)

ρ0
∂δUy
∂t

− ∂δτyx
∂x

= 0, (46)

∂δτyx
∂t

− G
∂δUy
∂x

= 0. (47)

Ýòè óðàâíåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé: óðàâíåíèÿ (43), (44) è (45) � ïåð-
âàÿ ñèñòåìà, è óðàâíåíèÿ (46), (47) � âòîðàÿ ñèñòåìà. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (43) � (45) â
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì (44) íà λ, (45) � íà µ, ãäå λ è µ � ïîêà
íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè, è ñëîæèì

λρ0
∂δUx
∂t

+

(
ρ0C

2
0 − 4

3
µG

)
∂δUx
∂x

+
∂δP

∂t
+ λ

∂δP

∂x
+ µ

∂δSxx
∂t

− λ
∂δSxx
∂x

= 0. (48)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ òðåõ, âõîäÿùèõ â (48) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ,

ñîâïàäàþò ïðè µ = −1 è λ = ±
√
C2
0 + 4

3
G
ρ0

è îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

dx

∂t
= ±

√
C2
0 +

4

3

G

ρ0
. (49)

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ çâóêà ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîçìóùåíèé è îáîçíà÷àåò-
ñÿ CL. Ðàññìîòðèì äàëåå ñèñòåìó óðàâíåíèé (46), (47). Óìíîæèì (46) íà íåîïðåäåëåííûé
ìíîæèòåëü λ è ñëîæèì ñ (47)
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λρ0
∂δUy
∂t

−G
∂δUy
∂x

+
∂δτyx
∂t

− λ
∂δτyx
∂x

= 0. (50)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ äâóõ, âõîäÿùèõ â (50) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ,

ñîâïàäàþò ïðè λ = ±
√

G
ρ0

è îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

dx

∂t
= ±

√
G

ρ0
.

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ çâóêà ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîçìóùåíèé è îáîçíà÷àåòñÿ
Cs. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

C2
L = C2

0 +
4

3

G

ρ0
, C2

s =
G

ρ0
. (51)

Âåëè÷èíà C0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç CL è Cs èç (51)

C2
0 = C2

L − 4

3
C2
s .

3. Ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñðåäû

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå òå÷åíèå ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé. Â
ýòîì ñëó÷àå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ïàðíûå è
êëàñòåðíîå âçàèìîäåéñòâèÿ [4], ïðèíèìàþò âèä

∂αiρi
∂t

+
∂αiρiUi
∂x

= 0, (52)

∂αiρiUi
∂t

+
∂αiρiU

2
i

∂x
+
∂αi (Pi + Fi)

∂x
= Ri, (53)

ãäå i � íîìåð êîìïîíåíòà, αi � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-ãî êîìïîíåíòà, Fi � ôóíêöèÿ êëà-
ñòåðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ i-ãî êîìïîíåíòà ñî ñìåñüþ, îïðåäåëÿåìàÿ ñîãëàñíî [4] óðàâíåíèåì

Fi = −1

2
ρi (U − Ui)

2 . (54)

Â óðàâíåíèè (54) U � ñêîðîñòü ñìåñè

U =
∑

ηiUi,

ηi � ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-ãî êîìïîíåíòà, ñâÿçàííàÿ ñ αi ñîîòíîøåíèåì

ηiρ = αiρi,

ρ � ïëîòíîñòü ñìåñè

ρ =
∑

αiρi.

Ñâîéñòâà êàæäîãî i-ãî êîìïîíåíòà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

Pi = Pi (ρi, Si) , (55)

ãäå Si � ýíòðîïèÿ i-ãî êîìïîíåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Ëàïëàñà ïðîèçâîäíàÿ
(
∂Pi
∂ρi

)
Si

îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü çâóêà i-ãî êîìïîíåíòà
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C2
i =

(
∂Pi
∂ρi

)
Si

.

Ñ ïîìîùüþ (52) ïðåîáðàçóåì (53) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

αiρi
∂Ui
∂t

+ αiρiUi
∂Ui
∂x

+
∂αi (Pi + Fi)

∂x
= 0, (56)

à óðàâíåíèå (52) çàïèøåì â âèäå

ρi

(
∂αi
∂t

+ Ui
∂αi
∂x

)
+ αi

(
∂ρi
∂t

+ Ui
∂ρi
∂x

)
+ αiρi

∂Ui
∂x

= 0. (57)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (55) ïî t è ïî x è ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ïðîèçâîäíûõ

∂Pi
∂t

= C2
i

∂ρi
∂t
,
∂Pi
∂x

= C2
i

∂ρi
∂x

ïðåîáðàçóåì (57) ê âèäó

ρi

(
∂αi
∂t

+ Ui
∂αi
∂x

)
+
αi
C2
i

·
(
∂Pi
∂t

+ Ui
∂Pi
∂x

)
+ αiρi

∂Ui
∂x

= 0. (58)

Ñëåäóÿ [5], çàïèøåì òàêèå æå óðàâíåíèÿ äëÿ ñìåñè

ρ
∂U

∂t
+ ρU

∂U

∂x
+
∂ (P − F )

∂x
= 0, (59)

∂ρ

∂t
+ U

∂ρ

∂x
+ ρ

∂U

∂x
= 0. (60)

Óðàâíåíèÿ (59), (60) íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíîé ∂P
∂t , ïîýòîìó íåâîçìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ôóíêöèè P . Ýòî ñòàíåò âîçìîæíûì, åñëè çàìåíèòü ïðîèçâîä-
íûå ∂ρ

∂t è
∂ρ
∂x ïðîèçâîäíûìè

∂P
∂t è

∂P
∂x , êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà. Îäíàêî,

â ñîîòâåòñòâèè ñ [6, 7] ñìåñü íå èìååò óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Äàâëåíèå P , ïëîòíîñòü ρ è ýí-
òðîïèÿ S ñìåñè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Pi, ρi, Si, αi è ηi êîìïîíåíòîâ ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèé

P =

N∑
i=1

αiPi, ρ =

N∑
i=1

αiρi, S =

N∑
i=1

ηiSi.

Ïîïûòêè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü P ïî ρ ïðè S = const ïðè N > 2 íàòàëêèâàþòñÿ íà íåïðå-
îäîëèìûå òðóäíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó âñå ïîïûòêè îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè çâóêà ñìåñè îãðà-
íè÷èâàëèñü ñëó÷àåì òîëüêî äâóõ êîìïîíåíòîâ [6�9]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëàáûé (àêóñòè-
÷åñêèé) ñèãíàë â ñìåñè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ C, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
èçìåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî êàê îòíîøåíèå ïðîéäåííîãî ñèãíàëîì ðàññòîÿíèÿ ∆x êî âðåìå-
íè ∆t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà ñìåñè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9). Ýòî ïîçâîëÿåò
çàìåíèòü â óðàâíåíèè (60) ïðîèçâîäíûå ∂ρ

∂t ,
∂ρ
∂x ïðîèçâîäíûìè ∂P

∂t ,
∂P
∂x , â ðåçóëüòàòå ÷åãî â

óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñêîíñòðóèðîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû ôóíê-
öèé P è U . Ïîñëå ýòîãî âûðàçèì ýòó âèðòóàëüíóþ ñêîðîñòü çâóêà ÷åðåç Ci è αi. Êðèòåðèåì
ïðàâèëüíîñòè òàêîãî âûðàæåíèÿ áóäåò ìàëîå îòëè÷èå C (Ci, αi) îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ C.

Ðàññìîòðèì íàõîäÿùóþñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñìåñü, êàæäûé êîìïîíåíò êîòîðîé
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè: ρi0 = const, Pi0 = P0 = const, Ui0 = 0, Si0 =
const, ηi0 = const, αi0 = const, Fi0 = 0, Ci0 = const. Ñôîðìóëèðóåì ñèñòåìó óïðîùàþùèõ
ãèïîòåç, â ðàìêàõ êîòîðîé ïåðåéäåì îò óðàâíåíèé (56), (58) � (60) ê óðàâíåíèÿì, ñîäåðæà-
ùèì ìàëûå âîçìóùåíèÿ âñåõ âõîäÿùèõ â íèõ âåëè÷èí:
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1. Çâóê ÿâëÿåòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì: f = f0 + δf, fi = fi0 + δfi, ãäå f è fi � ýòî îáùåå
îáîçíà÷åíèå âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â (36), (58) � (60).

2. Çâóê îáðàòèì: δS = 0, S = S0, δSi = 0, Si = Si0.

3. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè äàâëåíèé ðàâíî íóëþ: δPi = δP.

4. Âñå δαi è δηi (i = 1, 2...N) èìåþò îäèíàêîâûé çíàê.

Ñëåäñòâèÿ 4-ãî óñëîâèÿ è óðàâíåíèé

N∑
i=1

αi = 1,

N∑
i=1

ηi = 1

èìåþò âèä

δαi = 0, αi = αi0, δηi = 0, ηi = ηi0.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïðè Ui0 = U0 = 0 óðàâíåíèÿ (56), (58) � (60) ïðèíè-
ìàþò âèä

ρi0
∂δUi
∂t

+
∂δPi
∂x

= 0, (61)

∂δPi
∂t

+ ρi0C
2
i0

∂δUi
∂x

= 0, (62)

ρ0
∂δU

∂t
+
∂δP

∂x
= 0, (63)

∂δP

∂t
+ ρ0C

2
0

∂δU

∂x
= 0. (64)

Ïîñëå ïåðåõîäà â óðàâíåíèÿõ (61), (62) è (63), (64) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå, ïîëó÷èì:
1. Âäîëü õàðàêòåðèñòèê êîìïîíåíòîâ

dx

dt
= ±Ci0

âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

dδPi
dt

± ρi0Ci0
dδUi
dt

= 0, (65)

ãäå

d

dt
=

∂

∂t
± Ci0

∂

∂x
.

2. Âäîëü õàðàêòåðèñòèê ñìåñè

dx

dt
= ±C0

âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

dδP

dt
± ρ0C0

dδU

dt
= 0, (66)

ãäå
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d

dt
=

∂

∂t
± C0

∂

∂x
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (65), ïîëó÷èì

δPi + ρi0Ci0δUi = Ri = const,

δPi − ρi0Ci0δUi = Zi = const.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåãóùóþ âïðàâî âîëíó, íà êîòîðîé Zi = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

δUi =
1

ρi0Ci0
δPi. (67)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (66), ïîëó÷èì íà áåãóùåé âïðàâî âîëíå

δU =
1

ρ0C0
δP. (68)

Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ

U =

N∑
i=1

ηiUi

ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü δU è δUi â âèäå

δU =

N∑
i=1

ηi0δUi. (69)

Óìíîæèì (67) íà ηi0, ïðîñóììèðóåì ïî i è âìåñòå ñ (68) ïîäñòàâèì â (69). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

1

ρ0C0
δP =

N∑
i=1

ηi0
ρi0Ci0

δPi. (70)

Ïîñêîëüêó δPi = δP , à ηi0 = αi0 ρi0/ρ0, òî èç (70) ñëåäóåò çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà ñìåñè
C0 îò ñêîðîñòåé çâóêà è êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ

1

C0
=

N∑
i=1

αi0
Ci0

. (71)

Ýòî âûðàæåíèå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò øèðîêî ïðèìåíÿåìîãî [6�9] â òå÷åíèå áîëåå
ïîëóâåêà óðàâíåíèÿ

1

ρ0C2
0

=

N∑
i=1

αi
ρi0C2

i0

.

Àðãóìåíòîì â ïîëüçó óðàâíåíèÿ (71) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ïîëó÷åíî åäèíîîáðàçíî ñî ñêîðî-
ñòÿìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé â èäåàëüíûõ è íåèäåàëüíûõ (óïðóãèõ) ñðåäàõ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åùå îäíîãî àðãóìåíòà â ïîëüçó çàâèñèìîñòè (71) ðàññìîòðèì ñìåñü â
âèäå íàáîðà ïëîñêèõ ñëîåâ � êîìïîíåíòîâ. Êàæäûé i-é ñëîé èìååò ìàññó ∆mi, à âñÿ ñìåñü
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� ìàññó ∆m =
N∑
i=1

∆mi, Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû ïî ñëîèñòîé ñèñòåìå

êàæäûé i-é ñëîé óäàðíàÿ âîëíà ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ Wi çà âðåìÿ ∆ti

∆ti =
∆mi

Wi
. (72)

Îò îäíîé ãðàíèöû ñìåñè äî äðóãîé óäàðíàÿ âîëíà ïðîéäåò çà âðåìÿ ∆t

∆t =

N∑
i=1

∆ti. (73)

Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû â ñìåñè óðàâíåíèåì

W = ∆m/∆t. (74)

Ïîäñòàâèâ ∆ti èç (72) è ∆t èç (74) â (73) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∆m

W
=

N∑
i=1

∆mi

Wi
. (75)

Îòíîøåíèå ∆mi ê ∆m åñòü ìàññîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ηi. Èç òåîðèè óäàðíûõ âîëí èçâåñòíî,
÷òî

W = ρ (D − U) , Wi = ρi (Di − Ui) . (76)

Çâóêîâîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ñëàáûì. Íà áåñêîíå÷íî ñëàáîé óäàðíîé âîëíå

D = U + C, Di = Ui + Ci. (77)

Èç (75) � (77) ñëåäóåò, ÷òî íà çâóêîâîé âîëíå

1

ρC
=

N∑
i=1

ηi
ρiCi

. (78)

Ïîäñòàâèâ ηi = αiρi/ρ â (78) è ñîêðàòèâ îáùèå ìíîæèòåëè ïîëó÷èì óðàâíåíèå (71).
Íàêîíåö, â êà÷åñòâå åùå îäíîãî àðãóìåíòà â ïîëüçó óðàâíåíèÿ (71) ïî ïðîãðàììå ÂÎË-

ÍÀ [10] áûëî ðàññ÷èòàíî ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíîé âîëíû ïî ñëîèñòîé ñèñòåìå èç ïëîñêèõ
ñëîåâ âîëüôðàìà è ïàðàôèíà. ÓÐÑ ïàðàôèíà è âîëüôðàìà áûëè âçÿòû â âèäå

P = (γ − 1) ρE +
ρ0kC

2
0k

n

(
n− γ

n− 1
δn +

(γ − 1)n

n− 1
δ − γ

)
.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ÓÐÑ è íà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âîëüôðàìà è ïàðà-
ôèíà ïðè P0 = 10−4 ÃÏà, T0 = 293K.

Òàáëèöà

Âåùåñòâo ρ0k
ã/ñì3

C0k

êì/ñ
γ n ρ0

ã/ñì3
E0

êÄæ/ã
C0

êì/ñ

W 19,35 4,051 2,67 3,6 19,2 0,07650 4,036

C22H46 0,930 3,357 1,667 3,5 0,91 0,364444 3,328
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Â.Ô. Êóðîïàòåíêî

Ðàñ÷åòû äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé αw ïðîâîäèëèñü íà ñõîäèìîñòü ïî ÷èñëó ïàð ñëîåâ è ïî
ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ àìïëèòóäå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ òî÷íîñòüþ
6 çíàêîâ ñîâïàäàþò ñ ðàñ÷åòîì Ñ ïî ôîðìóëå (71).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ. Ãðàíò 13-01-00072.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

The paper considers a method of determining the velocity of weak signals in di�erent
media � ideal, non-ideal (nonzero stress deviator), and multi-component. As for the ideal
media, the placeLaplace's formula for sound velocity

C2 =

(
∂P

∂ρ

)
S

has long been such a widely used expression that it is understood as a de�nition of
sound velocity. It is shown here that the formula is not a de�nition, but corollary
from the consideration of mass, momentum and energy conservation laws in case of
small perturbations in a medium described by an arbitrary equation of state. A similar
consideration for an elastic isotropic medium gives expressions for longitudinal and
transverse perturbation velocities dependent on the properties of solids. These relationships
are studied rather well in the theory of elasticity though some papers on continuum
mechanics provide somewhat di�erent formulas for longitudinal and transverse perturbation
velocities versus hydrodynamic sound velocity. Their consideration here was caused by the
need to demonstrate universality of the method.
Finally, for multi-component media, an equation for sound velocity is provided; it is
principally di�erent from what is widely used. The new equation is validated. It expresses
sound velocity in a mixture versus sound velocities and concentrations of its components.

Keywords: mathematical model, sound velocity, ideal medium, mixture, elasticity,

concentration, equation of state.
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