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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОВОЙ 
СОСТАВЛЯЮЩЕЙ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 
МОЛЕКУЛЯРНЫХ КРИСТАЛЛОВ 
Ю.М. Ковалев 

Данная работа посвящена построению математической модели уравнения состоя
ния молекулярных кристаллов. Ее практическая ценность заключается в том, что все 
твердые взрывчатые вещества являются молекулярными кристаллами. Следователь
но, разработав математическую модель уравнения состояния молекулярного кристал
ла, можно будет прогнозировать поведение твердых взрывчатых веществ при высоких 
давлениях и температурах. Сложность построения уравнения состояния молекулярно
го кристалла состоит в том, что большое число степеней свободы молекул, входящих 
в состав кристалла, не позволяет проведение прямых вычислений. В данной работе 
был предложен подход, который позволил использовать все лучшее, что есть в моде
лях Дебая и Эйнштейна для описания термодинамики кристаллов. Разделение частот 
нормальных колебаний в кристалле на высокочастотные и низкочастотные ( дефор
мационные) колебания позволило получить аналитическое выражение для коэффи
циента Грюнайзена и параметры для тепловой составляющей уравнения состояния 
молекулярного кристалла. 

Ключевые слова: уравнение состояния, давление, температура, энергия, коэффи
циент Грюнайзена. 

Законы сохранения массы импульса и энергии лежат в основе математических моде
лей механики сплошных сред, термодинамики, электродинамики и т.д. Однако законы со
хранения не являются замкнутой системой. Требуются зависимости между входящими в 
уравнения сохранения величинами - уравнения состояния. 

В настоящее время принято считать, что в уравнения состояния молекулярных кристал
лов входит две составляющие: тепловая и холодная. Тепловая составляющая определяется 
колебательным движением молекул, входящих в состав кристалла, а холодная составляю
щая - изменением энергии взаимодействия внутри молекулы и между молекулами. Опре
деление зависимости коэффициента Грюнайзена γ о т удельного объема является одной из 
основных задач при построении уравнений состояния твердых тел. Это обусловлено тем, что 
данная зависимость является связующей между тепловой и холодной составляющими урав
нения состояния в соответствии с формулами Ландау - Слейтера, Дугдала - Мак-Дональда 
и т.д. [1]. Решению этой задачи посвящено достаточно большое количество как эксперимен
тальных, так и теоретических работ [1-3]. Однако, теоретическое определение зависимостей, 
характеризующих поведение твердых взрывчатых веществ (ВВ), осложняется тем, что они 
относятся к молекулярным кристаллам, а молекулы, входящие в состав кристалла, облада
ют большим числом внутренних степеней свободы. Тем не менее, и в этом случае можно 
получить аналитическую зависимость для коэффициента Грюнайзена от удельного объема 
твердого тела. 

Термодинамические свойства вещества полностью определяются, если известен один 
из термодинамических потенциалов. Удобно исходить из определения свободной энергии 
Гельмгольца F(V,T), которая наиболее простым образом связана с моделью строения ве
щества: 

(1) 
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Çäåñü U � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè; V � óäåëüíûé îáúåì; T � òåìïå-
ðàòóðà òåëà; k � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; wα � ÷àñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé; E0 � ýíåðãèÿ
íóëåâûõ êîëåáàíèé.

Åñëè F (V, T ) çàäàíà, òî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ìîãóò áûòü íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ
èçìåðÿåìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí:

S = −
(
∂F

∂T

)
V

; P = −
(
∂F

∂V

)
T

;

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

.

Èçâåñòíî, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè ìîëåêóëÿðíîãî êðèñòàëëà ñêëà-
äûâàåòñÿ èç âíóòðèìîëåêóëÿðíîé è ìåæìîëåêóëÿðíîé. Âíóòðèìîëåêóëÿðíàÿ ýíåðãèÿ ñî-
ñòîèò èç ýíåðãèè âàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé è ýíåðãèè íåâàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé àòîìîâ
âíóòðè ìîëåêóëû. Ìåæìîëåêóëÿðíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé íå âàëåíòíûõ âçàèìîäåé-
ñòâèé àòîìîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî âíóòðèìîëåêóëÿðíàÿ ýíåðãèÿ âàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñó-
ùåñòâåííî áîëüøå ýíåðãèè íåâàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó àòîìàìè êàê âíóòðè ìîëåêó-
ëû, òàê è ðàçíûõ ìîëåêóë, èìååò ñìûñë ðàçäåëèòü ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîãî
êðèñòàëëà íà ìîëåêóëÿðíóþ UM (ýíåðãèÿ âàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé) è êðèñòàëëè÷åñêóþ
UK (ýíåðãèÿ íåâàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé). Åñëè ýíåðãèÿ UK çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïîëîæåíèÿ ìîëåêóë, ò.å. îò îáúåìà, òî ýíåðãèÿ UM çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò âåëè÷èíû
âàëåíòíûõ ñâÿçåé è âàëåíòíûõ óãëîâ.

Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ÷àñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé âíóòðè ìîëåêóëû íà ïîðÿ-
äîê áîëüøå ÷àñòîò íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû êàê öåëîãî è äåôîðìàöèîííûõ ÷àñòîò,
ìîæíî ââåñòè äâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òåìïåðàòóðû è ðàçäåëèòü êîëåáàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè íà íèçêî÷àñòîòíóþ è âûñîêî ÷àñòîòíóþ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷àñòîòû
íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû êàê öåëîãî è äåôîðìàöèîííûå ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ èç-
ìåíåíèåì ýíåðãèè UK , ò.å. ýíåðãèè íåâàëåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òîëüêî ýòè ÷àñòîòû íîð-
ìàëüíûõ êîëåáàíèé è áóäóò çàâèñåòü îò îáúåìà.

Ïðåäïîëîæèâ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñâîáîäíîé
ýíåðãèè ïîäõîäà Äåáàÿ, à äëÿ âûñîêî÷àñòîòíîé � ïîäõîäà Ýéíøòåéíà, ïåðåïèøåì âûðàæå-
íèå (1) â âèäå

F = UK + UM + E0 + 3MRT
(
T
θD

)3 θD
T∫
0

ξ2 ln (1− exp (−ξ)) dξ+

+(3N −M)RT ln
(
1− exp

(
− θE

T

))
,

(2)

ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ;M � ÷èñëî íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé; N � ÷èñëî
àòîìîâ â ìîëåêóëå; 3N −M � ÷èñëî âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé; θD � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
òåìïåðàòóðà Äåáàÿ; θE � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà Ýéíøòåéíà.

Åñëè äëÿ îäíîàòîìíîãî âåùåñòâà ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëü Ýéíøòåéíà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ìàëîðåàëèñòè÷íîé, òî äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ, êàæäàÿ ìîëåêóëà êîòîðûõ
èìååò ñâîé íàáîð ÷àñòîò, ÷àñòü ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòè÷åñêèì ÷àñòîòàì, ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåííî îïèñàíà ýéíøòåéíîâñêîé ìîäåëüþ [4].

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèå äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñâîáîäíîé ýíåðãèè
F (V, T ) (2) è ââîäÿ ôóíêöèþ Äåáàÿ D (x) ïî ôîðìóëå ïðèâåäåííîé â ìîíîãðàôèè [4, 5],

D(x) =
3

x3

x∫
0

ξ3
dξ

exp (ξ)− 1
,

ïîëó÷àåì
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F = UM+UK+MRT

(
ln (1− exp (−xD))−

D (xD)

3

)
+(3N −M)RT ln (1− exp (−xE)) , (3)

ãäå xD = θD
T ; xE = θE

T .
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (3), ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ P è ýíòðîïèè S:

P = −
(
∂F

∂V

)
T

= −∂UM
∂V

− ∂UK
∂V

− dE0

dV
−MRTD (xD)

d (ln θD)

d (lnV )

1

V
−

− (3N −M)RTxE
d (ln θE)

d (lnV )

1

V (exp (xE)− 1)
; (4)

S = −
(
∂F

∂T

)
V

= −
{
MR

[
ln (1− exp (−xD))−

D (xD)

3

]
+

+MRT

[
exp (−xD)

1− exp (−xD)
− D′ (xD)

3

]
∂xD
∂T

+

+(3N −M)R ln (1− exp (−xE)) + (3N −M)RT
exp (−xE)
1− exp (xE)

∂xE
∂T

}
=

= −
{
MR

[
ln (1− exp (−xD))−

D (xD)

3

]
−MRD (xD) + (3N −M)R ln (1− exp (−xE))−

(3N −M)
RTxE

exp (xE)− 1

}
. (5)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (5) áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ôóíêöèè Äåáàÿ

D(x) =
x

exp (x)− 1
− x

3
D′(x),

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå x.
Çíàÿ ðàâåíñòâà (3) è (5), ëåãêî îïðåäåëèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè E è òåïëî-

åìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå CV :

E = F + TS = UM + UK + E0 +MRTD (xD) + (3N −M)
RTxE

exp (xE − 1)
;

CV =MR

(
4D (xD)−

3xD
exp (xD)− 1

)
+ (3N −M)Rx2E

exp (xE)

(exp (xE)− 1)2
.

Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà

γD (V ) = −d (ln θD)
d (lnV )

,

âûðàæåíèå (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P = −∂UM
∂V

− ∂UK
∂V

− dE0

dV
+
MRTγD (V )D (xD)

V
. (6)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â âûðàæåíèè (4) ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïðè ðàçäåëåíèè ÷àñòîò áûëî ñäåëàíî
ïðåäïîëîæåíèå î íåçàâèñèìîñòè âûñîêèõ ÷àñòîò îò îáúåìà.

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé è ó÷èòûâàÿ ðàçäåëåíèå ÷àñòîò, ïî-
ëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé E0 è

dE0
dV :

36 Âåñòíèê ÞÓðÃÓ. Ñåðèÿ ≪Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå≫



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

E0 =
1

2

∑
α

hωα =
3N ′ −M ′

2
hwα +

3M ′

2

wD∫
0

w2hwdw =
3N −M

2
RθE +

3

8
MRθD (V ) ;

dE0

dV
= −3

8

MRγD (V ) θD (V )

V
, (7)

ãäå N ′ � ÷èñëî àòîìîâ, M ′ � ÷èñëî íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé â îáúåìå V .
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ïî îáúåìó (7)

â ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â âèäå

P =
MRTγD (V )

V

(
3

8
xD +D (xD)

)
+ Py, Py = −dUK

dV
. (8)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ
êðèñòàëëîâ îò îáúåìà ÂÂ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé ïîäõîä.

Èçîòåðìè÷åñêèé ìîäóëü ñæàòèÿ βT (èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü) îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-
æåíèåì

1

βT
=
c2T
V

= −V
(
∂P

∂V

)
T

, (9)

ãäå cT îáîçíà÷àåò èçîòåðìè÷åñêóþ ñêîðîñòü çâóêà.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (8) â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9), ïîëó÷àåì

1

βT
= −V ∂

∂V

[
MRTγD(V )

V

(
3

8
xD +D (xD)

)
+ Py

]
T

= −V
[
MRTγD (V )

V 2

(
3

8
xD +D (xD)

)
+

+
MRTγ′D (V )

V

(
3

8
xD +D (xD)

)
+
MRTγD (V )

V

(
3

8
+D′ (xD)

)
∂xD
∂V

+
∂Py
∂V

]
T

=

= −V
[
−MRTγD (V )

V 2

(
3

8
xD +D (xD)

)
+

+
MRTγ′D (V )

V

(
3

8
xD +D (xD)

)
−
MRTγ2D (V )

V 2

(
3

8
xD − C̄V D (xD) +D (xD)

)
+
∂Py
∂V

]
=

=
MRT

V

(
γ2D (V ) + γD (V )

)(3

8
xD +D (xD)

)
− V

∂Py
∂V

−
MRTγ2D (V ) C̄V D (xD)

V
−

−MRTγ′D (V )

(
3

8
xD +D (xD)

)
,

ãäå γ′D (V ) � ïðîèçâîäíàÿ ïî V îò êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà;

C̄V D (xD) = 4D (xD)−
3xD

exp (xD)− 1
;
∂xD
∂V

= −xD
V
γD (V ) .

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè ïðè T → 0. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåõîäèì
â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ê ïðåäåëó:

lim
T→0

MRρT
(
γ2D (V ) + γD (V )

) 3
8
xD =

3

8
θDMRρ

(
γ2D (V ) + γD (V )

)
;

lim
T→0

MRρT
(
γ2D (V ) + γD (V )

)
D (xD) = 0;
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lim
T→0

MRρTγ2D (V ) C̄V D (xD) = 0;

lim
T→0

MRTγ′D (V )
3

8
xD =

3

8
MRθDγ

′
D (V ) ;

lim
T→0

MRTγ′D (V )D (xD) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè T → 0 èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì âèäà(
1

βT

)
T→0

=
3

8
θDMRρ

(
γ2D (V ) + γD (V )

)
− 3

8
MRθDγ

′
D (V )− V

∂Py
∂V

.

Ïî îïðåäåëåíèþ èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü βT ñâÿçàíà ñ èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ
çâóêà cT ôîðìóëîé (9), ò.å.

c2T
V

=
3

8
θDMRρ

(
γ2D (V ) + γD (V )

)
− 3

8
MRθDγ

′
D (V )− V

∂Py
∂V

.

Ïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî óïðóãèìè ñâîéñòâàìè êðèñòàëëîâ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà îò ïëîòíîñòè:

γ′D (V )− 1

V
γ2D (V )− 1

V
γD (V ) = 0.

Äàííîå óðàâíåíèå çàìåíîé z = 1
γD(V ) ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ

z′ +
z

V
= − 1

V
,

êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà îò ïëîòíîñòè îïèñû-
âàåòñÿ âûðàæåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

γD =
V

C − V
,

ãäå êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ γD (V0) = γ0D. Ïîõîæåå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôè-
öèåíòà Ãðþíàéçåíà áûëî ïîëó÷åíî èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé â ðàáîòàõ À.Ì. Ìîëîäöà [3, 6].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

γD = γ0D

(
V

V0

)
1

1 + γ0D

(
1− V

V0

) . (10)

Ôîðìóëà (10) â ñëó÷àå ñëàáîãî ñæàòèÿ ïåðåõîäèò â èçâåñòíîå ýìïèðè÷åñêîå âûðàæåíèå

γD = γ0D

(
V

V0

)
,

êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà ïðè T = 0

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî óïðóãèìè ñâîéñòâàìè êðèñòàëëîâ, ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà îò îáúåìà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì äëÿ êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà γD (10),
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü åãî çíà÷åíèå γ0D, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óäåëüíîìó îáúåìó
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V0. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëó÷èì àíàëîã êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàë-
ëîâ. Äëÿ ýòîãî ðàñêðîåì âûðàæåíèå îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ α ê
èçîòåðìè÷åñêîìó ìîäóëþ îáúåìíîãî ñæàòèÿ βT [4]

α

βT
= −

[
∂

∂V

(
∂F

∂T

)
V

]
T

. (11)

Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (11) âûðàæåíèå (3) è äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî T è
V, ïîëó÷èì

α

βT
= − ∂

∂V

{
MR

[
ln

(
1− exp

(
−θD
T

))]
− 1

3
D

(
θD
T

)
+

+MRT

 1(
exp

(
θD
T

)
− 1
) − 1

3
D′
(
θD
T

) ∂

∂T

(
θD
T

) =

= γD (V0) ρ
0MR

[
4D(xD)−

3xD
(exp(xD)− 1)

]
. (12)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå CV D äëÿ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (12), ïîëó÷èì àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãðþíàéçåíà â òðàäèöèîííîé ôîðìå:

α

βT
=
γD(V )CV D

V
. (13)

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó èçîòåðìè÷åñêèì ìîäóëåì ñæàòèÿ βT è èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðî-
ñòüþ çâóêà CT

1

βT
=
C2
T

V
,

ðàâåíñòâî (13) çàïèøåòñÿ â âèäå

αC2
T = γD (V )CV D. (14)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà îáúåìíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ α è èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà CT è îïðåäåëåí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ CV D, èç
óðàâíåíèÿ (14) ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè
óäåëüíîãî îáúåìà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (10) äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ îò óäåëüíîãî îáúåìà.

Ïðè îïðåäåëåíèè òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, îòíîñÿùåéñÿ ê äåôîðìàöèîííîé
÷àñòè, ïðîâåäåì àíàëèç ÷àñòîò âíóòðèìîëåêóëÿðíûõ êîëåáàíèé àòîìîâ íà ïðèìåðå êðèñòàë-
ëà òýíà (C5H8N4O12). Ñèëîâûå ïîñòîÿííûå äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé
áûëè îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ìåòîäà ÐÌ-3, ïîäðîáíî îïèñàííîãî â
ìîíîãðàôèè [7]. Ýòîò ìåòîä áûë âûáðàí ïî òîìó, äàåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [8]. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó
À.Â. Áåëèêó çà ïðåäîñòàâëåííûå ÈÊ � ñïåêòðû äëÿ òýíà, ïðèâåäåíûå â òàáëèöå. Àíàëèç
êîíôîðìàöèè ìîëåêóëû òýíà ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå êîëåáàíèé, íå çàâèñÿùèõ îò êðè-
ñòàëëè÷åñêîãî îêðóæåíèÿ, ñ óâåðåííîñòüþ ìîæíî âûáðàòü 28 êîëåáàíèé âàëåíòíûõ ñâÿçåé, 4
êîëåáàíèÿ âàëåíòíûõ óãëîâ íèòðîãðóïï è 3 êîëåáàíèÿ âàëåíòíûõ óãëîâ öåíòðàëüíîãî àòîìà
óãëåðîäà.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû (3N −M) äëÿ ìîëåêóëû òýíà ðàâíî 35.
Çíàÿ ÷àñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé è ÷èñëî êîëåáàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê íå äåôîðìàöèîííîé
÷àñòè (3N −M), ëåãêî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó CVM ïî ôîðìóëå
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Òàáëèöà

×àñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ìîëåêóëû òýíà

� ω, ñì−1 � ω, ñì−1 � ω, ñì−1 � ω, ñì−1

1 0,0 23 228,93 45 635,19 67 1343,03

2 0,0 24 240,66 46 661,46 68 1352,47

3 0,0 25 257,97 47 737,19 69 1355,29

4 0,0 26 263,26 48 823,13 70 1370,46

5 0,0 27 284,28 49 891,99 71 1383,53

6 0,0 28 293,78 50 917,14 72 1519,57

7 19,546 29 349,13 51 933,68 73 1526,12

8 33,861 30 375,19 52 944,77 74 1526,60

9 35,332 31 225,47 53 1097,99 75 1537,44

10 40,181 32 462,83 54 1110,75 76 2125,80

11 44,269 33 475,73 55 1130,86 77 2137,02

12 60,729 34 481,61 56 1146,12 78 2142,39

13 63,889 35 498,15 57 1150,42 79 2164,06

14 65,898 36 515,86 58 1163,09 80 2917,08

15 69,777 37 517,87 59 1178,33 81 2918,24

16 77,231 38 530,22 60 1183,26 82 2922,99

17 89,939 39 585,72 61 1194,98 83 2923,84

18 100,819 40 600,38 62 1250,72 84 2964,46

19 123,008 41 601,65 63 1282,43 85 2990,96

20 174,109 42 616,82 64 1310,43 86 2992,74

21 181,914 43 628,04 65 1314,59 87 2995,86

22 185,601 44 634,25 66 1330,37

CVM = R

3N∑
i=M+1

x2i exp (xi)

(exp (xi)− 1)2
, (15)

ãäå xi =
hωi
kT , à çíà÷åíèÿ ωi äëÿ òýíà âûáèðàþòñÿ èç òàáëèöû ñîîòâåòñòâåííî. Çíàÿ âåëè÷èíû

CVM è CV , ëåãêî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå òåïëîåìêîñòè CV D, îòíîñÿùóþñÿ ê äåôîðìàöèîííûì
êîëåáàíèÿì

CV D = CV − CVM =MR

(
4D (xD)−

3xD
exp(xD)− 1

)
, (16)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (16), åñòü ðå-
çóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âûðàæåíèÿ DC (x)

DC (x) =
3

x3

x∫
0

ξ4
exp(ξ)

(exp (ξ)− 1)
dx,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ òåïëîåìêîñòè Äåáàÿ. Äàííàÿ ôóíê-
öèÿ ïðè èçìåíåíèè xD îò 0,05 äî 1,0 èçìåíÿåòñÿ îò 0,999875 äî 0,951732. Èñïîëüçóÿ ýòî
ñâîéñòâî, îðãàíèçóåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èçìåíÿÿ âåëè÷èíó M íà
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åäèíèöó è âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ CVM è CV D ïî ôîðìóëàì (15), (16) ñîîòâåòñòâåííî, äîáè-
âàåìñÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå ôóíêöèè DC (x) ïîïàëî â óêàçàííûé âûøå êîðèäîð. Òàêèì
îáðàçîì, îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû M è xD. Çíà÷åíèÿ xE îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî óðàâíåíèÿ

CVM =
(3N −M)Rx2E exp(xE)

(exp(xE)− 1)2
,

à íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà èç ðàâåíñòâà (14).
Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòà íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ãðþíàé-

çåíà è ïàðàìåòðîâ òåïëîâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òýíà èñïîëüçóåì äàííûå, ïðèâåäåí-
íûå â ðàáîòå [8]: N = 29, cp = 1088 Äæ/(êã·Ê), cν = 1082, 36 Äæ/(êã·Ê), µ = 316 êã/êìîëü,
α = 0, 2296 · 10−3 1/Ê, cs0 = 2320 ì/ñ. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå
àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êðè-
ñòàëëè÷åñêîãî òýíà: M = 23, xD = 0, 16530, θD = 48, 43 K, xE = 4,12655, θE = 1209,079 K,
γ = 2,03. Ïîëó÷åííîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Ãðþíàéçåíà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ
èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ àíàëîãè÷íûõ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ [5].

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïîäðîáíî îïèñàí
ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ è êðè-
ñòàëëè÷åñêèõ âçðûâ÷àòûõ âåùåñòâ.
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Mathematical Modelling of the Thermal Component
of the Equation of State of Molecular Crystals
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This work is devoted to the construction of mathematical models of the equation of
state of molecular crystals. Its practical value lies in the fact that all the solid explosives
are molecular crystals. Therefore, after developing a mathematical model of the equation
of state of molecular crystals, it will be possible to predict the behavior of explosives at
high pressures and temperatures. The di�culty of the construction of the equation of state
molecular crystals is that a large number of degrees of freedom of the molecules in the
crystal structure does not allow the use of direct calculations. In this paper, we proposed
an approach that allowed the use of all that is best in the Debye and Einstein models to
describe the thermodynamics of crystals. Frequency separation of the normal vibrations
in the crystal at high-frequency and low-frequency �uctuations allowed to getan analytical
expression for the Gr�uneisen and parameters for the thermal component of the equation of
state of molecular crystal.
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