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ЛОМАНЫЕ ЭЙЛЕРА И ДИАМЕТР РАЗБИЕНИЯ 
Д.В. Хлопин 

В работе исследуются условия, которые нужно наложить на правую часть систе
мы для того, чтобы при достаточно малом диаметре разбиения ломаные Эйлера схо
дились к пучку решений системы, в частности, чтобы из всякой последовательности 
ломаных Эйлера можно было выделить сходящуюся на всем рассматриваемом про
межутке времени к решению подпоследовательность. Найдено условие (для заданной, 
выписываемой явно, константы, для любой липшицевого с этой константой отображе
ния в фазовую плоскость, множество точек разрыва функции динамики имеет нуле
вую по Лебегу меру на графиках таких отображений), которое гарантирует сходимость 
ломаных Эйлера к пучку решений системы, если только диаметр соответствующих ло
маным разбиений стремится к нулю. Рядом примеров показано, что данное условие не 
может быть ослаблено; в частности, сходимости может не быть даже если для всякой 
порожденной в рамках системы траектории сужение функции динамики на этот гра
фик интегрируемо по Риману, константа в указанном выше условии также не может 
быть уменьшена. 

В работе ломаные Эйлера погружаются в семейство решений интегрального урав
нения с запаздыванием специального вида, для которых в свою очередь, и проводится 
доказательство основного результата. Вследствие этого, результаты статьи имеют ме
сто и в более широком классе численных методов, например для ломаных со счетным 
числом звеньев. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения; ломаные Эйлера; пошаговые ме
тоды; условия Каратеодори. 

Введение 
Один из самых простых численных методов решения дифференциальных уравнений 

— метод ломаных Эйлера. Известно, что в системах с достаточно гладкой (непрерывной 
по времени, непрерывно дифференцируемой по фазовой переменной) правой частью при 
стремлении диаметра разбиения к нулю ломаные Эйлера, соответствующие этим разбиени
ям, равномерно на всяком отрезке сходятся к единственной траектории системы. Этот же 
результат имеет место в случае непрерывной правой части при достаточно общем условии 
единственности траектории системы. Для непрерывной правой части можно указать такой 
промежуток времени, что ломаная Эйлера лежит сколь угодно близко к решению системы 
при достаточно малом диаметре породившего ее разбиения [1; 2, упр. П.2.1], в частности 
из последовательности ломаных Эйлера можно выделить сходящуюся к решению подпосле
довательность. Для измеримой правой части всевозможные пределы последовательностей 
ломаных Эйлера образуют решение некоторого дифференциального включения, соответ
ствующий результат следует, например, из [3, Теорема 1.1.3; 4, Th. 1.1.5]. На идее перехода 
к дифференциальному включению основаны многие определения, понятия, решения в за
дачах с разрывной по фазовой правой частью; не претендуя на полноту, отметим решения 
в смысле А.Ф. Филиппова [5], конструктивные движения Н.Н. Красовского [6]; см. также 
обзоры [7,8]. 

Помимо обычных ломаных Эйлера рассматриваются также ломаные с бесконечным чис
лом звеньев. Это необходимо, в частности, для равномерной сходимости ломаных к непро-
должимому решению на всем множестве его определения [9]. При этом множество D все
возможных конечных разбиений отрезка времени погружается в множество D всех замкну
тых подмножеств этого отрезка, содержащих его концы. Каждый элемент так введенного 
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множества обобщенных разбиений (временных шкал [10]) порождает, вообще говоря, пучок 
обобщенных ломаных Эйлера. Теперь ломаная Эйлера есть решение некоторого уравнения 
с запаздыванием. 

При получении наиболее общих условий непрерывной зависимости решения от правой 
части в [11] была предложена следующая идея: найти топологию (в идеале слабейшую), 
при которой имеет место непрерывная зависимость траектории от параметра как элемента 
введенного топологического пространства. Если под параметром понимать разбиения, то 
в [12,13] найдена метрика для пространства временных шкал, гарантирующая, в условиях 
Каратеодори, сходимость порожденных разбиениями ломаных Эйлера к траектории, если 
сами разбиения сходятся (в смысле этой метрики) к временному промежутку. В этой статье 
задача скорее обратная - найти условия уже на правую часть, при которых вместо какой-
либо топологии можно использовать мелкость разбиения. 

В данной работе исследуются условия, которые нужно наложить на правую часть си
стемы для того, чтобы ломаные Эйлера сходились к пучку решений системы, в частности, 
чтобы из всякой последовательности ломаных Эйлера можно было выделить сходящуюся на 
всем рассматриваемом промежутке времени к решению подпоследовательность. Показано, 
что в случае измеримой правой части малого диаметра разбиения недостаточно для сходи
мости даже в случае, когда при всякой фиксированной фазовой переменной правая часть, 
как функция времени, является разрывной лишь в одной точке (Пример 1), а в случае 
ограниченной правой части - в счетном числе точек (Пример 2). 

Для произвольной последовательности конечных разбиений, диаметр которых стремит
ся к нулю, показаны (Теорема 1) условия на исходную систему, гарантирующие сходимость 
соответствующих ломаных Эйлера к пучку решений системы. Эти условия идейно близки 
к условиям интегрируемости функции по Риману, однако требуется малость меры точек 
разрыва правой части по совокупности переменных вдоль некоторого семейства кривых. 
Показана существенность всех условий этой теоремы (Пример 3). 

1. Общие определения и обозначения 
Пусть Rm - m-мерное евклидово пространство, где m € N. Евклидову норму в Rm 

обозначим через ||-||m. 
Для всякого топологического пространства X и метрического пространства Y под 

B(X,Y) будем понимать множество всех ограниченных, измеримых по Борелю функций, 
действующих из топологического пространства X в Y; оснастим это множество топологией 
равномерной сходимости при помощи нормы ||f||B(X,Y) = supx&x f(x)||Y5 соответствующее 
подпространство всех непрерывных функций из B(X,Y) будем ||означать через C(X,Y). 
Полагаем Ck(X) = C(X, Rk), Bk(X) = B(X, Rk) для всякого k € N. Для краткости примем 
также C(X) = C 1(X), B(X) = B 1(X). Далее, всякому метрическому пространству X, точке 
x € X и числу r > 0 сопоставим замкнутый шар Or(x;X) в X радиусом r с центром в x. 
Определим также Or(A;X) = \Jx£AOr(x; X) для Aс X. 

Рассмотрим дифференциальную систему 

(1) 

функционирующую в m-мерном фазовом пространстве Rm (m € N) на конечном промежут
ке I 0 = [t 0,T] (t0 < T) при заданном начальном условии x(t0) = x 0 . В (1) параметр t € I0 — 
время, x € Rm . 

На функцию f : I0 X Rm —> Rm наложим следующие условия: 
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(K1) для произвольных x € Rm функция (f(t, x)\ t € I0) : I0 H->• Rm измерима по Борелю на 
I 0; 

(K2) для каждого t € I 0 функция (f(t, x)\x € Rm): Rm н> Rm непрерывна; 

(K3) для любого компакта K С Rm существует такая суммируемая функция MK € 
B(I0,R>0), что 

(C) все локальные правосторонние решения системы (1) продолжимы до момента T и рав
номерно ограничены. 

Первые три условия фактически совпадают с условиями Каратеодори, однако мы тре
буем их выполнения для всех, а не при почти всех t € I0 как, например, в [5]. Заметим, 
что в условиях (K1) — (K3) локальное решение (1) существует, и в силу (C) каждое из них 
должно быть продолжимо до T включительно. Все решения системы (1), определенные на 
промежутке [t0,T], обозначим через Φ, введем также для всех θ € [t0,T] 

В силу (C) существует такой компакт K 0 , что Φ С C(I0,K0). В условиях (K1) — (K 3) для 
выполнения (C) достаточно на правую часть системы (1) дополнительно наложить условие 
типа подлинейного роста (или иное условие продолжимости всех решений на весь отрезок 
I 0 [1,3]). 

Обозначим через D совокупность всех конечных множеств из I0, содержащих точки 
t0, T. Назовем такие множества конечными разбиениями. 

Каждое множество € D можно единственным образом представить в виде возраста
ющей конечной последовательности вида (ti)iG0 k ( ) Наибольшее из чисел ti — ti_1 назовем 
диаметром разбиения и обозначим через d( ) . 

По заданному разбиению ломаная Эйлера строится следующим образом: принимается 
y (t0) = x 0 , далее, y(t) = y (t0) + (t — t0) f (t0, y (t0)) для всякого t € (t0, t1)- Пусть построена 
ломаная вплоть до момента tk < T. Построим ее до момента tk+1 для всех t € (tk,tk+1) no 
правилу y(t) = y(tk) + (t — tk)f(tk,y(tk))- В силу конечности k( ) ломаную можно продол
жить до момента tk( )+1 = T включительно. Итак, для всякого € D построена ломаная 
Эйлера ξ = y € Cm(I0). 

Хорошо известно [2, упр П.2.1], что если правая часть уравнения динамики непрерыв
на по совокупности переменных, то из последовательности ломаных Эйлера при выполне
нии d( i) —> 0 всегда можно выделить подпоследовательность, сходящуюся, на некотором 
промежутке, к решению системы. Если решение системы неединственно, то не все после
довательности ломаных Эйлера обязаны иметь предел, и не все решения могут являться 
такими пределами. Заметим также, что в качестве промежутка, на котором ломаные Эйле
ра сходятся к решениям, при этом можно взять весь I 0, для этого достаточно потребовать 
выполнения условия (C). То есть в случае непрерывной правой части и выполнения условия 
продолжимости решений (C) имеет место 

(2) 

Можно ли на правую часть наложить более слабые условия нежели непрерывность, гаран
тирующие выполнение (2)? 
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Поскольку правая часть эквивалентна нулю, то единственным решением этой задачи яв
ляется функция (0|t € I 0)- При этом всякое разбиение из рациональных точек порождает 
в качестве ломаной Эйлера функцию z 0 = (z0(t) = t t € [0,1]) € Ψ, отличную от един
ственного решения (0|t € I 0 ) . Таким образом, (2) здес | также не имеет места. Однако при 
этом функция g (при всяком фиксированном x) как функция времени разрывна не более 
чем в счетном числе точек. Для этого достаточно доказать, что для всякого α € (0,1) на 
множестве 

функция g разрывна лишь для конечного числа моментов времени из [0,1]. Действительно, 
функция g в конусе Kα может быть разрывна лишь при таких t = p/q, что αt1 — α| < 1/q2, 
то есть при pq < α(1-α ) , но число α(1-α) конечно, тогда и количество соответ|твующих пар 
(p,q) не превосходит α 2(1-α)2, т 0 е с т ь т а к их моментов времени — конечное число. 

Отметим также, что в двух последних примерах для всякого решения x правая часть 
вдоль решения — функция (f(t,x(t))|t € I0) — разрывна не более чем в счетное число 
моментов времени. 

Из рассмотренных примеров напрашивается вывод, что всякую правую часть достаточ
но исправить на множестве нулевой меры Лебега, то есть для всякой функции Каратеодо-
ри найдется ей эквивалентная со свойством (2) (при выполнении условия (C)). Это также 
неверно. Соответствующий пример (см. [14]) строится на основе нигде не плотного мно
жества ненулевой меры, имеющего структуру, близкую к капторовскому множеству. Более 
того, как показывает тот же пример, при выборе последовательности разбиений для вы
полнения (2) недостаточно также (см. [14]) брать только те разбиения, для которых во все 
моменты переключения правая часть непрерывна. 

3. Обобщенные ломаные 
Пусть D - семейство всех замкнутых подмножеств множества I0, содержащих точки 

t0, T. В частности, в входят само множество I0 И все конечные разбиения - множества из 
D. Будем называть Dожества из D наблюдениями. 

Отметим, что ломаные Эйлера со счетным числом моментов переключения рассматри
вались в работах [15,16]. В [9,15] для достаточно гладкой правой части приведен алгоритм 
расчета момента ухода траектории на бесконечность посредством построения ломаных Эй
лера, графики которых сходятся к графику непродолжимого решения во всей его области 
определения. В работе [16] такие ломаные Эйлера предлагается использовать для задач 
оптимального уравнения. 

Каждому наблюдению € D сопоставим функцию τ : I0 I—>• I 0 по правилу: 

Тогда для любого € D введем d( ) = TJ — τ ||B(I0). Заметим, что последнее определение 
совпадает для € D с введенным ране|| . 

Рассмотрим для всякого € D уравнение 

(3) 

Для всякого t* € (t0,T] через Ξt* обозначим множество всех решений (из Cm([t0,t*])) этого 
уравнения на промежутке [t0, t*]. Для удобства определим также Ξ θ(K) = Ξ θ П C ([t0, θ], K) 
для всякого компакта K С Rm. 
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Υ е — множество таких t € I0, ЧТО ломаные Эйлера не покидают Ψ t при измельчении [t0, t]. 
Обозначим через K Φ границу компакта K Φ . 

Заметим, что Υ_s. С Υ е . Действительно, если ломаные Эйлера сходятся к пучку решений 
при измельчении [t0, t], то взяв d0 = δ(я), в силу (4) имеем эквивалентное нужному условие 
(5). 

Покажем большее, что найдется такое ς > 0, для которого min{ν_).+ς, T} € Υ е . Действи
тельно, пусть не так, тогда найдутся такие последовательности ( n)neN € Т> , (tn)n^N € I0

 N , 
(ξn)n&N € IlneN Ξ t"' ч т 0 (d( n))n&N ->• 0,( tn)n e N -> ν^ + 0 и для любого n е N tn есть 
верхняя грань таких t, что ξn|[t0,t] € Ψ t. В силу условия (5) tn есть нижняя грань таких t*, 
что (t*,ξn(t*)) ^ KΦ- Таким образом (tn,ξn(tn)) € K Φ . Поскольку все элементы (ξn)neN 
равностепенно непрерывны и равномерно ограничены, то, переходя к подпоследовательно
сти, можно считать, что их графики (в метрике Хаусдорфа) сходятся к графику некоторой 
функции y € Cm([t0, ν-s-]) (см. [19]). В частности, в силу компактности K Φ выполнено 
(ν^,y(ν^)) € K Φ . 

Рассмотрим ν € Υ_j., тогда последовательность (ξn|[t0,ν])neN сходится к решению, в част
ности y|[t0,ν] = x для некоторого x € Φν. Но тогда к < M(ν^ -ν ) в силу определения K Φ , что 
противоречит выбору ν^ как верхней грани Υ_>. Итак, найдется такое ς > 0, для которого 
νе > min{ν_). + ς, T}. Тогда, из очевидного ν^. > t0 имеем νe > t0. 

Покажем, что Υ е С Υ_>.. Действительно, пусть не так, то есть для некоторого t* € 
Υ_s. \ Υ е при измельчении [t 0,t*] ломаные Эйлера не покидают Ψ t*, но и не сходятся к 
пучку решений. Тогда найдутся такие число ε > 0 и последовательности ( )n e N € Т> , 
( ξn)n&N € Ψ N

t, ЧТО 

d( n) < 1/n, ξn е Ξ t", ||ξn -x||Cт([t0,t*]) > ε Vn е N,x е Φ t*. (6) 

В силу (ξn)neN € Ψ N
t* и компактности Ψ t*, можно считать, что некоторое y € Ψ t* есть предел 

последовательности (ξn)neN в равномерной метрике. Тогда, как показано в [3, Теорема 1.1.3], 
для почти всех t € [t 0,t*] имеет место 

y ˙(t) € f | co{f(τ,x) |τeI0n[t-δ,t],xe Oδ(y(t); Rm)}, y (t0) = x0. 
δ>0 

Но для t € I0 \ Ny имеет место непрерывность правой части (1) в окрестности (t,y(t)), то 
есть для почти всех t € [t0, t*] 

{f(t,y(t))} = f | co{f(τ,x)|τe I0n[t-δ,t], x € Oδ(y(t);Rm)}. 
δ>0 

Тогда y является решением задачи (1) на отрезке [t 0 , t*] , то есть lim ξn = y € Φ t*. Однако 
n—>оо 

это противоречит (6). 
Итак показано, что min{supΥ^.+ς, T} € Υ е С Υ_). Отсюда T € Υ е = Υ_j., что завершает 

доказательство теоремы. • 

Отметим, что в теореме условие ограниченности правой части существенно, см. при
мер 1. Недостаточно также потребовать, чтобы на K Φ при всяком фиксированном x правая 
часть как функция по t имела не более чем счетное число точек разрыва. Недостаточно 
из разбиения исключать всевозможные точки разрыва правой части вдоль всех решений 
задачи Коши. Все это следует из примера 2. 

Обозначим для всех y € Cm(I0) через Ny множество точек разрыва функции 
(f(t,y(t))|t € I0)- Покажем, что в условии теоремы нельзя для всех y € Ψ T условие 
λ(Ny) = 0 заменить на условие λ(Ny) = 0. 
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Euler's Broken Lines and Diameter of Partition 
D. V. Khlopin, Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, UrB RAS; Yekaterinburg, 

Russian Federation, khlopin@imm.uran.ru 

We study the conditions on right-hand side of a system that guarantee the convergence 
of Euler's broken lines to the funnel of solutions of the system for sufficiently small diameter 
of partition; in particular, the condition that lets us select a subsequence from any sequence 
of Euler's broken lines that would converge to the solution on a given time interval. We 
obtain the condition that guarantees the convergence of Euler's broken lines to the funnel of 
solutions of the system as the diameter of partitions corresponding to the broken lines tends 
to zero. The condition is specified for a given explicit constant such that for any mapping 
that is Liepshitz continuous with this constant and maps onto the phase plane, the set 
of points of discontinuity has the zero Lebesgue measure (on the graph of this mapping). 
Several examples are given to demonstrate that this condition cannot be relaxed; specifically, 
there may be no convergence even if, for each trajectory generated by the system, the 
restriction of the dynamics function to that graph is Riemann integrable; the constant from 
the condition above can never be decreased either. 

In the paper, Euler's broken lines are embedded into the family of solutions of delay 
integral equations of the special form, for which, in its own turn, the main result of the 
paper is proved. It is due to this fact that the results of the paper hold for a broader class 
of numerical methods, for example, for broken lines with countable number of segments. 

Keywords: differential equations; Euler's broken lines; numerical methods; 
Caratheodory conditions. 
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