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АНАЛИЗ ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ Д В И Ж Е Н И Я 
МАЛОКОНЦЕНТРИРОВАННОЙ СУСПЕНЗИИ 
МОНОДИСПЕРСНЫХ СТОКСОВСКИХ ЧАСТИЦ 
В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ 
В.И. Ряэюских, А.А. Богер, А.В. Ряэюских 

В рамках конвективно-диффузионных представлений о седиментации монодис­
персной малоконцентрированной твердой фазы в движущейся суспензии по плоско­
му горизонтальному каналу получена линейная краевая задача для параболического 
уравнения относительно локальной счетной концентрации частиц. Граничные условия 
третьего рода поставлены из условия, что поток частиц на смоченные поверхности про­
порционален их концентрации у стенки. Получено аналитическое решение сформули­
рованной краевой задачи методом интегральных преобразований, на основе которого 
найдены соотношения для определения толщины осадка на нижней и верхней стенках 
канала. Проведенный вычислительный эксперимент показал, что кинетика осажде­
ния твердой фазы из движущейся суспензии, а также скорость образования осадка и 
его распределение на нижней и верхней стенках плоского канала существенным об­
разом зависят от степени перемешивания дисперсионной среды и от поглощательной 
способности смоченных поверхностей. Установлено, что уменьшение интенсивности пе­
ремешивания для стенок с низкой поглощательной способностью уменьшает скорость 
седиментации частиц на стенки канала, а в случае высокой поглощательной способно­
сти - увеличивает. 

Ключевые слова: уравнение конвективной диффузии; краевая задача; преобразова­
ние Лапласа; аналитическое решение; толщина осадки; седиментация; степень пере­
мешивания; поглощательная способность стенки. 

Введение 
Исследование гидромеханики суспензий началось с работ Эйнштейна, Каннингема и 

Смолуховского [1-3], в которых были синтезированы феноменологические модели эффек­
тивной вязкости, единичной ячейки и отражения соответственно. Примененная ими схе­
ма реализовывала гипотезу взаимодействующих континуумов дисперсионной и дисперсной 
фаз при ламинарном режиме течения, что давало возможность рассматривать поведение 
фаз отдельно друг от друга, а их взаимное влияние учитывать через так называемые пред­
ставительные объемы. Это позволяло использовать совместно уравнения Навье - Стокса и 
переноса частиц твердой фазы в Эйлеровом представлении модифицированными тензорны­
ми соотношениями реологических компонентов. Попытка [4] распространить такой подход 
на турбулентный режим течения суспензии в рамках энергетического подхода Кармана не 
привела к ожидаемым результатам: оставалось не ясным, каким образом получить коррект­
ную информацию о локальной концентрации твердой фазы в задачах с непроницаемыми 
границами и о распределении осадка на смоченных поверхностях. Параллельно с феноме­
нологическим подходом стал развиваться и стохастический [5], однако основная проблема 
решений различного спектра задач динамики дисперсных систем методами статистической 
физики состоит в согласовании локальных характеристик фаз для однозначного поведения 
суспензии в целом. Все перечисленные трудности остаются и в случае малоконцентрирован­
ных суспензий, для которых влиянием твердой фазы на несущую среду можно пренебречь. 
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Необходимость совершенствования технологий получения композиционных материалов, 
используемых в энергетике, ракетно-космической технике, химической и пищевой промыш­
ленности и др., в последнее время вновь пробудило интерес к этой тематике, подробный 
анализ работ приведен, например, в [6-9]. Однако, судя по полученным пока результатам, 
проблема все еще далека от своего разрешения. 

Альтернативным подходом для описания гидромеханики дисперсных систем являет­
ся использование конвективно-диффузионных модельных представлений о сепарации дис­
персной фазы в суспензиях, который подтвердил свою состоятельность при решении ряда 
важных практических задач [10, 11]. Уравнение транспорта монодисперсных частиц имеет 
следующий вид 

(1) 

где τ - текущее время; n - локальная счетная концентрация; u ¯ = v + w; v - скорость дви­
жения дисперсионной среды; w ¯ - седиментационная скорость частиц; D - коэффициент 
диффузии (перемешивания). В общем случае u ¯ и D являются функциями времени, коорди­
нат, концентрации и размера частиц. На поверхности осадка Γ, как правило, формулируется 
граничное условие [12] 

(2) 

где ns - счетная концентрация частиц взвеси в осадке, k - кинетический коэффициент, 
характеризующий скорость встраивания частиц в структуру осадка. Соотношения (1) и (2), 
дополненные начальным условием 

(3) 

образуют нелинейную начально-краевую задачу, описывающую различные постановки ди­
намики монодисперсных суспензий при наличии границ образования осадка. 

1. Постановка задачи и ее физическая линеаризация 
Рассматривается однонаправленное движение малоконцентрированной суспензии моно­

дисперсных стоксовских частиц в плоском слое, на входе которого осуществляется подача 
суспензии с постоянной концентрацией (рис. 1). 

Рис. 1. Расчетная схема 

В силу малоконцентрированности суспензии влиянием частиц на гидродинамическую 
структуру течения можно пренебречь, так что определение u ¯ возможно из несопряжен­
ных с полем концентрации частиц уравнений Навье - Стокса или уравнений Рейнольдса. 
Известно [13], что довольно сложное решение гидродинамической задачи может быть заме­
нено гидродинамическим режимом идеального вытеснения, который в первом приближении 
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вполне адекватно описвтает, например, турбулентное течение маловязких сред, откуда сле­
дует, что v ~const. Далее, так как частицы имеют стоксовскую природу, то и w ~const. 
Кроме того, будем считать, что D ~const, а также не учитывать эффект скольжения фаз. 
Таким образом, в выбранной системе координат (рис. 1) уравнение (1) запишется 

(4) 

В силу квазистационарности рассматриваемой задачи / τ = 0, а диффузионный перенос 
частиц в направлении oz существенно меньше конвективного, получим из (4) 

(5) 

Граничные условия (2) и (3) с учетом того, что n<n8| модифицируются в следующий вид: 

(6) 

(7) 

(8) 

где kb, kjj - кинетические коэффициенты, характеризующие скорость встраивания частиц 
в осадок на нижней и верхней стенках канала соответственно. 

Для сокращения числа независимых переменных в системе (6) - (8) приведем ее к без­
размерной форме записи: 

(9) 

(10) 

(И) 

(12) 

где Z = wz/(vh); X = x/h; Во = wh/D - число Боденштейна; Kb = kb/w; Kц = kц/w. 
Отметим, что краевая задача (9) - (12) является линейной, и, следовательно, ее решение 
может быть получено классическими методами, например, с помощью одностороннего пре­
образования Лапласа [14]. 

2. Аналитическое решение 
Изображение системы (9) - (12) по Лапласу относительно переменной Z таково: 

(13) 

(14) 

(15) 
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где s; NL - изображения Z и N соответственно. 
Общее решение (13) - (15) есть 
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Наиболее важной характеристикой движения суспензии в канале является распреде­
ление толщины осадка частиц на смоченных поверхностях. Расчетные соотношения для 
толщины осадка на нижней стенке канала получены из следующих соображений. Из (7) 
следует, что локальный штучный поток частиц на поверхность осаждения есть 

2014, том 7, № 4 69 

откуда их число на элементарной площади dzdy будет 



В.И. Ряжских, А.А. Богер, А.В. Ряжских 

где dy - элемент длины в направлении плоскости оху. С другой сторонв1, объем одной ча­
стицы равен Vp = kyl , где kу - коэффициент формы частицы с характерным размером l, 
тогда общий объем частиц па элементарной площади составит 

Учитывая порозпость осадка через ε, получим величину толщины осадка па элементарной 
площади в виде 

(21) 

Соотношение (21) в безразмерном дифференциалвном виде таково 

(22) 

где (0, z) = δ (0, z) I ( -jz^rhno J; к которому добавляется очевидное условие 

(23) 

Из (22) и (23) окончательно получим 

(24) 

(25) 
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локальная концентрация частиц больше у верхней стенки. Этим объясняется и то, что тол­
щина осадка на верхней смоченной поверхности больше, чем на нижней (рис. 4 б). 

Уменьшение интенсивности перемешивания дисперсионной среды при тех же кинетиче­
ских характеристиках стенок канала приводит к тому, что по длине канала формируется 
неоднородное ядро частиц с локальной концентрацией частиц, смещенной по направлению 
к нижней смоченной поверхности (рис. 5 а). Это приводит к тому, что толщина осадка на 
нижней стенке значительно больше, чем на верхней (рис. 5 б). Кроме того, в этом случае 
скорость осаждения частиц суспензии замедляется. 

Выявленные закономерности позволяют управлять процессом седиментации твердой 
фазы суспензии. 

Рис . 2. Локальная концентрация (а) при различных Z: 1-0; 2-1,0; 3-3,0; 4-4,0; 5-10,0; 
средняя концентрация по длине канала и толщины осадков на верхней ( U) и нижней 
( b) стенках (б) для Во=0,1; KU = 0 ,1; Kb = 0 ,1 

Рис . 3. Локальная концентрация (а) при различных Z: 1-0; 2-0,1; 3-1,0; 4-2,0; средняя 
концентрация по длине канала и толщины осадков на верхней ( U) и нижней ( b) 
стенках (б) для Во=10,0; KU = 0 ,1; Kb = 0 ,1 
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Рис. 4. Локальная концентрация (а) при различных Z: 1-0; 2-0,1; 3-3,0; 4-4,0; 5-10,0; 
средняя концентрация по длине канала и толщины осадков на верхней ( U) и нижней 
( b) стенках (б) для Во=0,1; KU = 10; Kb = 10 

Работа проводилась при финансовой поддержке РФФИ по гранту № 13-08-00261. 
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In the framework of the convection-diffusion approach to the monodisperse low-
concentration solid phase sedimentation in a suspension moving in a flat horizontal 
channel, we obtain a linear boundary value problem for a parabolic equation on the 
local concentration of particles. We impose boundary conditions of the third kind using 
the condition that the flux of particles on the wetted surface is proportional to their 
concentration at the wall. Integral transformations yield an analytical solution of the stated 
boundary value problem, which we use to find the relations to determine the thickness of 
sediment on the bottom and top walls of the channel. Simulations show that the kinetics of 
the solid phase settling from a flowing suspension, as well as the sediment formation rate 
and its distribution on the botton and top walls of the flat channel, substantially depend on 
the degree of mixing of the dispersion medium and the absorption capacity of wet surfaces. 
We establish that for walls with low absorption capacity a decrease in the mixing intensity 
reduces the rate of particle sedimentation on the walls, but increases it in the case of high 
absorption capacity. 

Keywords: convection-diffusion equation; boundary value problem; Laplace transform; 
analytical solution; sediment thickness; sedimentation; degree of mixing; wall absorption 
capacity. 
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