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МОДЕЛЬ СТИМУЛИРУЮЩЕЙ ЗАРАБОТНОЙ ПЛАТЫ 
КАК ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
Е.А. Александрова, С.А. Аникин 

Рассматривается модель «отлынивания от труда» («shirking» model), в которой 
определяется профиль индивидуальной заработной платы работника в зависимости 
от стажа, являющийся стимулирующим условием для увеличения производительно­
сти труда работника и продолжительности занятости. В модель стимулирующей за­
работной платы добавлены предположения, позволяющие привести модель к неклас­
сической задаче вариационного исчисления или линейной задаче оптимального управ­
ления. Доказаны критерий непустоты допустимого множества и теорема о существо­
вании решения вариационной задачи. Получены необходимые и достаточные условия 
оптимальности. Приведен алгоритм решения задачи. Представлены результаты чис­
ленного моделирования. 

Ключевые слова: стимулирующие контракты; стимулирующая заработная пла­
та; модель «отлынивания от труда»; неклассическая задача вариационного исчис­
ления; линейная задача оптимального управления. 

Введение 
Экономическая теория стимулирующей (эффективной) заработной платы (efficiency 

wage models) объясняет взаимосвязь между величиной заработной платы и производитель­
ностью труда работника, а также влияние изменения заработной платы на усердие и ин­
тенсивность труда работников. Объяснить, почему выгодно выплачивать неравновесную 
заработную плату различным категориям работников на внутреннем рынке труда, мож­
но с помощью ряда моделей: модели текучести, модели неблагоприятного отбора и моде­
ли «отлынивания от труда>. Отдельным вопросам построения методологии исследований 
контрактных отношений между работником и работодателем в экономической организации 
посвящены работы как зарубежных [1-4], так и российских ученых [5-8]. 

В статье рассматривается модель «отлынивания от труда> в ситуации постконтракт­
ного оппортунизма со стороны работника, которая возникает в условиях несовпадения ин­
тересов между работником и работодателем, а также вследствие отсутствия возможности 
контроля за соблюдением условий контракта со стороны работодателя. Задача нахожде­
ния эффективной заработной платы сводится к неклассической вариационной задаче [9]. 
Неклассический характер задачи возникает в связи с включением в модель ограничения на 
рост заработной платы. 

Впервые проведено доказательство существования и единственности решения задачи 
«отлынивания от труда>, которая оправдывает анализ сравнительной статики. Численные 
симуляции показывают, что свойства, установленные ранее в предположении существова­
ния решения [4], являются оправданными и позволяют установить единственно возможный 
профиль стимулирующей заработной платы. 
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1. Постановка задачи 
В основе модели построения стимулирующего трудового контракта между работником 

и работодателем лежит обоснование BBi6opa эмпирического профиля заработной платы, ко­
торый определяет зависимость уровня вознаграждения работника от опыта (стажа) работы: 
иными словами, в начале трудовой деятельности работник получает заработную плату ниже 
стоимости произведенного им предельного продукта, а с увеличением стажа работы у одно­
го работодателя заработная плата растет. Следует отметить, что растущий положительный 
профиль заработной платы может считаться стимулирующим фактором для увеличения 
производительности труда и продолжительности занятости работников на предприятии [4]. 

Кроме того, другим основным положением модели является установление продолжи­
тельности занятости работника на предприятии в предположении, что максимальная дли­
тельность трудовых отношений ограничена институциональными условиями — пенсионным 
возрастом работника (в соответствии с отраслевыми нормативами или трудовым кодексом) 
или особенностями трудового соглашения между работником и работодателем. 

Установив длительность трудового контракта работника, возникает проблема выбора 
наклона профиля стимулирующей заработной платы. Из того, что работники стали аген­
тами фирмы, еще не следует, что во все время трудовых отношений интересы работника и 
работодателя совпадают. Возможна такая ситуация, когда работник, уклоняясь от выполне­
ния своих обязанностей и снижая при этом производительность своего труда, не наблюдает 
уменьшения размера заработной платы, выплачиваемой ему работодателем. Тогда работо­
датель несет издержки контроля за выполнением работы и не предпринимает попыток до 
определенного момента действий по предотвращению отлынивания работника до тех пор, 
пока издержки найма и увольнения превышают издержки соответствующего контроля. В 
данной работе для простоты предполагается, что работник, уклоняющийся от своих обязан­
ностей, увольняется работодателем в момент отлынивания. 

Перейдем к конкретному построению описанной модели и введем следующие обозначе­
ния: 

Т — эффективный момент прекращения трудовых отношений с работником (длитель­
ность трудового контракта работника); 

w (t) — заработная плата работника в момент времени t; 
w (t) — резервная заработная плата (минимальная зарплата, при которой человек прини­

мает положительное решение об участии в организованной трудовой деятельности) в момент 
времени t [1]; 

9(t,w(t)) — функция полезности, которую работник получает от отлынивания, начина­
ющегося в момент времени t (ценность свободного времени, зависящая, вообще говоря, от 
профиля w (•)); 

v (t) — предельный продукт, произведенный работником в момент времени t; 
с (t) — издержки, которые несет компания в связи с досрочным (в момент времени t) 

прекращением трудовых отношений с работником. 
а — момент времени, в который работник может быть уволен, в т.ч. по причине отлы­

нивания (случайная величина, зависящая от профиля w (•)); 
/ (t, w(t)) — плотность распределения а. 
Предполагается, что все введенные выше функции непрерывны на отрезке [0,Т]. Кроме 

того, функцию w (•) будем считать элементом Соболевского пространства Н1, где Н1 — 
пополнение по норме 

пространства непрерывно дифференцируемых на отрезке [0,Т] функций [10]. Известно, что 
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всякая функция w(•) € Н1 абсолютно непрерывна на [0, Т] и ее производная w ˙(-), понима­
емая как производная в смысле Соболева, еств элемент L2 [10]. Здесв и далее L2 — про­
странство функций, интегрируемых по Лебегу с квадратом па отрезке [0,Т]. Пространству 
Н , в частности, принадлежат кусочно-гладкие на [0, Т] функции (непрерывные функции, 
производная которых кусочно-непрервтна). 

Стимулирующий контракт между работником и работодателем, ориентированный на 
максимизацию полезности для обеих сторон в долгосрочной перспективе, можно постро-
итв с помощью игровой модели. В данной работе, на первом этапе, ограничимся решением 
следующей оптимизационной задачи. 

Требуется найти профиль заработной платы работника w (•) € Н1, максимизирующий 
доход работника, дополненный средним значением (математическим ожиданием) полезно­
сти от досрочного прекращения трудовых отношений в момент а, за вычетом среднего зна­
чения недополученной, начиная с того же момента, суммы заработной платы: 

где Е — символ математического ожидания, е~г^'~т) — дисконтирующий множитель, позво­
ляющий определить современную (на момент т) стоимость будущей (на момент t) денежной 
суммы, г — процентная ставка. 

Вычисляя математические ожидания 

получим задачу 

(1) 

Ограничения на заработную плату возникают из следующих соображений. 
Во-первых, работодатель за период [0, Т] выплачивает суммарно заработную плату, рав­

ную стоимости предельного продукта, произведенного работником за тот же период, за вы­
четом издержек, которые несет работодатель в связи с увольнением работника в момент 
времени а: 
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В результате, вычисляя входящие в последнее равенство математические ожидания, имеем 

(2) 

Во-вторых, будем предполагать, что момент T прекращения взаимоотношений между 
работником и работодателем задан эффективно так, чтобы резервная заработная плата 
была равна стоимости предельного продукта [2] за вычетом возможных издержек: 

(3) 

Если воспринимать резервную заработную плату как трансакционные издержки, связанные 
с увольнением имеющегося работника и поиском/наймом нового, то работодатель в момент 
наступления времени T безразличен к тому, чтобы нанимать нового или же сохранять преж­
него работника, но в дальнейшем ему предпочтительнее разрыв имеющихся отношений с 
данным работником [7]. 

В-третьих, накладываются естественные ограничения на плотность распределения α и 
функцию w(t): 

(5) 

(6) 

(7) 

В результате имеем оптимизационную задачу (7) с ограничениями (3) - (6). Различные 
постановки оптимизационных задач в Соболевских пространствах можно найти в работах 
[11,12]. 

2. Метод решения 
Для решения задачи (3) - (7) потребуется ввести ряд уточняющих предположений. 
Полезность от отлынивания для работника может зависеть от размера заработной пла­

ты в предположении, что с ростом заработной платы растет мотивация к увеличению про­
изводительности труда и снижению вероятности отлынивания. Однако отлынивание, как 
психологическая категория, может являться и внутренне присущей характеристикой инди­
вида. Поэтому разумным является следующее 

Предположение 1. Функция п о л е з н о с т и н е зависит от заработной 
платы w(t). 
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С ростом заработной платы вероятность прекращения трудовых отношений снижается, 
что обусловлено преодолением информационной асимметрии между работником и работо­
дателем, адаптацией работника к условиям труда, а также осознанием и принятием того 
факта, что суммарная величина заработной платы еще не покрыла предельный продукт, 
произведенный работником. В данной работе рассматривается простейший случай зависи­
мости плотности f (t,w(t)) от w(t). 

Предположение 2. Плотность случайной величины α имеет вид 

(8) 

где a\ иb\ — известные положительные константы,. 

И, наконец, довольно естественным является 

Предположение 3. Заработная плата w(t) является неубывающей функцией с ограни­
ченным ростом, т. е. для почти всех t € [0, T] 

где β - положительная константа. 

С учетом этих предположений приведем целевую функцию и ограничения задачи (3) -
(7) к более простому виду. 

Подставляя (8) в ограничения (3) и (4), имеем v (T) — (aц — b\w (T)) c (T) = w (T), 

В итоге получаем задачу 

с ограничениями 

(9) 

(10) 
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Такие задачи относятся к классу неклассических задач вариационного исчисления. 
Неклассический характер задачи возникает в связи с ограничением (11). Если ввести обо­
значения 

и в (9) отбросить константу Aо, то задача (9)—(13) сводится к линейной задаче оптимального 
управления со свободным левым концом, закрепленными временем и правым концом: 

Для решения этой задачи можно было воспользоваться принципом максимума Понтря-
гина. Авторам все же показалось удобнее свести задачу (9) - (13) к линейной оптимизаци­
онной задаче, для которой с помощью теоремы Куна-Таккера можно получить не только 
необходимые, но и достаточные условия оптимальности. 

Далее всегда предполагаем, что Т > 0, /3 > 0, Ъ > 0, 7 > 0. Выполним преобразования, 
позволяющие с учетом 

(15) 

исключить из задачи (9) - (13) функцию w (£). Интегрирование по частям приводит целевую 
функцию задачи к виду 
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Рис. 1. График функции w (t) 

Рис. 2. График функции w (t) 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

This articles considers a «shirking» model under the theory of efficiency contracts, 
which determines the profile of a worker's individual wages depending on his experience. The 
profile is a stimulating condition to increase productivity and the period of employment. 
Certain additional assumtions reduce the model to a nonclassical variational problem or 
a linear optimal control problem. We prove nonemptiness criteria and the existence of 
solutions, find necessary and sufficient conditions for optimality, give an algorithm to solve 
the problem, and present the results of simulations. 

Keywords: «shirking» model; an efficiency contract model; an efficiency wage model; 
incentive wages; nonclassical variational problem; linear optimal control problem. 
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