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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ 
СОХРАНЕНИЯ ДВУХФАЗНЫХ СМЕСЕЙ 
Ю.М. Ковалев, Е.А. Ковалева 

Проведен анализ инвариантности относительно преобразования Галилея матема­
тической модели М. Байера, Дж. Нунциато, полученной на основе гипотезы взаи­
мопроникающих взаимодействующих континуумов и описывающей процесс перехода 
горения во взрыв в двухфазных смесях. Показано, что математическая модель, пред­
ставленная в оригинальной статье М. Байера, Дж. Нунциато является инвариантной 
относительно преобразования Галилея. Дополнительно в настоящей работе был про­
веден анализ инвариантности относительно преобразования Галилея уравнений ки­
нетической и полной энергии отдельных компонентов и смеси. Было показано, что 
данные уравнения также являются инвариантными относительно преобразования Га­
лилея. Однако, сравнительный анализ уравнений сохранения полной энергии смеси 
математической модели М. Байера, Дж. Нунциато и математической модели Р.И. Ниг-
матулина с сотрудниками показал их различие. Поэтому для выбора математической 
модели, адекватно описывающей процесс перехода горения во взрыв в двухфазных 
смесях, требуется дополнительный анализ. 

Ключевые слова: математическая модель; инвариантность; многокомпонент­
ная смесь. 

Развитие современной вычислительной техники позволило значительно усложнить ма­
тематические модели физических процессов, используемых в науке и технике. В связи с 
этим повысился статус математического моделирования как источника получения инфор­
мации о процессах. Более того, есть такие проблемы, когда математическое моделирование 
является единственным средством предварительного изучения явлений [1, 2]. Поэтому с 
особой остротой встает проблема адекватности математических моделей тем физическим 
процессам, которые они пытаются описывать [3]. Отсутствие в природе чистых веществ 
привело к активному развитию теории математических моделей многокомпонентных сред 
[4, 5], основанных на гипотезе взаимопроникающих взаимодействующих континуумов [6]. 

Для верификации расчетов, с одной стороны, используют известные эксперименталь­
ные данные, а с другой стороны, при анализе проведенных измерений используют мате­
матические модели. Очень важно, чтобы условия проведения расчетов и экспериментов 
совпадали, а математическая модель была адекватна изучаемому физическому процессу. В 
работах Ю.М. Ковалева, В.Ф. Куропатенко [7, 8] проведен анализ математической модели 
«замороженной» газовзвеси, которая активно используется при анализе затухания ударных 
волн в гетерогенных средах, и была показана не инвариантность относительно преобразо­
вания Галилея уравнения полной энергии газовой фазы. Оказалось, что не инвариантность 
относительно преобразования Галилея уравнения полной энергии газа приводит к появле­
нию дополнительного источника энергии, связанного с движением системы координат. Этот 
источник энергии не имеет физической природы и приводит к нарушению второго закона 
термодинамики. 
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В настоящей статье проведен анализ инвариантности относительно преобразования Га­
лилея математической модели М. Байера, Дж. Нунциато [9], описывающей процесс перехода 
горения во взрыв в двухфазных смесях. Данная модель была также получена на основе ги­
потезы взаимопроникающих взаимодействующих континуумов. 

1. Постановка задачи 
Рассмотрим двухфазную химически реагирующую смесь, состоящую из твердой фазы 

(s) и газа (д). В математической модели, разработанной М. Бэром и Дж. Нунциато [9], 
уравнения массы, импульса и энергии для каждой фазы имеют следующий вид 

Фsрs 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Все обозначения совпадают с обозначениями, приведенными в оригинальной статье 
М. Бэра и Дж. Нунциато [9]. Здесь индексы (д) и (s) относятся к параметрам газа и твер­
дых частиц; pi, Vi, pi, Ti, ei, фi, гi, hi, tpi, hi - истинная плотность, скорость, давление, 
температура, удельная внутренняя энергия, объемная доля, энтропия, энтальпия, коэф­
фициент теплопроводности г-ж фазы (г = s, д) соответственно, 5 - коэффициент сопро-
тивления, h - коэффициент теплопередачи, CJ - интенсивность химического превращения, 
Рi = ФiРi ( Ш ) i V>c ~ к о э ф ф и ц и е н т ВЯЗКОСТИ газа , F = фsфд[ps -pд - Ps]/Цc-

Уравнения (1), (2) - уравнения неразрывности частиц и газа; (3), (4) - уравнения сохра­
нения импульса частиц и газа; (5), (6) - уравнения сохранения удельной внутренней энергии 
частиц и газа; (7) - уравнение сохранения объемной доли твердой фазы. 

Запишем исходную систему уравнений в новой системе координат, движущейся с посто­
янной скоростью D. Скорости в новой системе координат будут равны: 

(8) 

(9) 
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Координата будет определяться из уравнения: 

(10) 

Производные: 

(И) 

(12) 

Для анализа инвариантности относительно преобразования Галилея уравнения нераз­
рывности конденсированной фазы (1) перейдем в новую систему координат в соответствии с 
формулами (8) - (12). Уравнение неразрывности конденсированной фазы (1) в новой системе 
координат принимает следующий вид: 

или 

В результате получаем: 

(13) 

Аналогично, уравнение неразрывности газовой фазы (2) с учетом (8) - (12) принимает 
вид: 

(14) 

Для анализа инвариантности относительно преобразования Галилея уравнения сохра­
нения импульса конденсированной фазы (3) перейдем в новую систему координат в соот­
ветствии с формулами (8) - (12). Уравнение сохранения импульса конденсированной фазы 
(3) в новой системе координат принимает следующий вид: 

или 
(15) 

Аналогично, уравнение сохранения импульса газовой фазы (4) в новой системе коорди­
нат имеет следующий вид: 

(16) 

2014, том 7, № 2 31 



Ю.М. Ковалев, Е.А. Ковалева 

Рассмотрим уравнение сохранения удельной внутренней энергии конденсированной фа­
зы (5). Переходя в новую систему координат в соответствии с равенствами (8) - (12), полу­
чим: 

или 

или 

(18) 

И, наконец, рассмотрим уравнение сохранения объемной доли конденсированной фазы 
(7). В результате перехода в новую систему координат по формулам (8) - (12) получим 
следующее уравнение: 

(19) 

Таким образом, после преобразований, связанных с переходом в новую систему коорди­
нат, уравнения неразрывности частиц и газа имеют вид (13) и (14) соответственно, уравне­
ния сохранения импульса частиц и газа - (15) и (16) соответственно, уравнения сохранения 
удельной внутренней энергии частиц и газа - (17) и (18) соответственно, а уравнение со­
хранения объемной доли твердого вещества - (19). В уравнениях (13) - (19) не появляются 
дополнительные слагаемые, связанные с переходом в новую систему координат, следова­
тельно, система уравнений (1) - (7) является инвариантной относительно преобразований 
Галилея. 

Получим уравнения сохранения кинетической энергии частиц и газа. Для этого умно­
жим левые и правые части уравнений сохранения импульса частиц и газа (3) и (4) на ско­
рости vs и vg соответственно. Получим 
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(20) 

(21) 

Получим уравнения сохранения полной энергии частиц и газа. Для этого суммируем 
левые и правые части уравнений (5), (6) и (20), (21) соответственно. В результате имеем 

После простых преобразований получим уравнения сохранения полной энергии частиц 
и газа в следующем виде 

(22) 

(23) 

Проведя анализ инвариантности относительно преобразования Галилея уравнений со­
хранения кинетической энергии частиц (20) и газа (21) соответственно, видим, что в новой 
системе координат не появляются дополнительные члены, зависящие от скорости движения 
системы координат. Следовательно, уравнение сохранения кинетической энергии частиц и 
уравнение сохранения кинетической энергии газа являются инвариантными относительно 
преобразования Галилея. 

Анализ инвариантности относительно преобразования Галилея уравнений сохранения 
полной частиц (22) и газа (23) соответственно показывает, что эти уравнения являются 
инвариантными относительно преобразования Галилея. 
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Получим уравнение сохранения полной энергии смеси конденсированной и газовой фаз. 
С этой целью просуммируем левые и правые части уравнений сохранения полной энергии 
конденсированной (22) и газовой фаз (23) соответственно. В результате получаем уравнение 
сохранения полной энергии смеси конденсированной и газовой фаз в виде 

(24) 

Очевидно, что уравнение сохранения полной энергии смеси (конденсированной и газовой 
фаз) (24) инвариантно относительно преобразования Галилея в силу инвариантности отно­
сительно преобразования Галилея всех элементов, входящих в уравнение (24): уравнений 
сохранения внутренней энергии и уравнений сохранения кинетической энергии конденсиро­
ванной и газовой фаз. 

Вопросы, связанные с изучением процессов перехода горения унитарного топлива во 
взрыв, подробно исследовались Р.И. Нигматулиным с сотрудниками [10]. В этой работе 
приведена достаточно обширная библиография, посвященная данному вопросу. Сравним 
полученное уравнение сохранения полной энергии смеси (24) с уравнением сохранения пол­
ной энергии смеси, приведенным в работе [10], которое в принятых здесь обозначениях имеет 
следующий вид 

(25) 

Следуя работе [10], полагаем равенство давленией конденсированной и газовой фаз, 
а также пренебрегая переносом тепла в фазах за счет молекулярной теплопроводности, 
получим 

(26) 

Полученное уравнение отличается от уравнения сохранения полной энергии смеси ра­
боты [10] тем, что в уравнении (26) появился дополнительный член —Cs(vg — vsvg). 
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Заключение 
1. Проведенный в работе анализ инвариантности законов сохранения (1) - (7) относи­

тельно преобразования Галилея показал, что уравнения неразрывности частиц и газа 
(1) и (2), уравнения сохранения импульса частиц и газа (3) и (4), уравнения сохра­
нения удельной внутренней энергии частиц и газа - (5) и (6), уравнение сохранения 
объемной доли конденсированной фазы - (7) являются инвариантными относительно 
преобразования Галилея. 

2. Анализ инвариантности относительно преобразования Галилея уравнений сохранения 
кинетической и полной энергии частиц и газа показал, что данные уравнения также 
являются инвариантными относительно преобразования Галилея. 

3. Различие между уравнениями сохранения полной энергии смеси, приведенными в ра­
ботах [9, 10], требует дополнительного анализа процессов взаимодействия между фа­
зами при изучении процессов, связанных с течениями газовзвесей, претерпевающих 
химические и фазовые превращения. 

Авторы выражают свою благодарность профессору В.Ф. Куропатенко за полезные об­
суждения и интерес к работе. 
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A Mathematical Study of the Conservation Equation 
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We study the invariance under the Galilean transformations of the Baer - Nunziato 
equations for interpenetrating interacting flows which describe the transition from 
combustion to explosion in two-phase mixtures. We show that the original Baer - Nunziato 
model is invariant. In addition, we establish the invariance of the kinetic and total energy 
equations for the components and mixture. But the conservation equations for the total 
energy of the mixture in the Baer - Nunziato model and in the model of Nigmatulin's group 
have different behavior. Thus, additional study is required to choose the model describing 
more adequately the transition from combustion to explosion in two-phase mixtures. 

Keywords: mathematical model; invariance; multicomponent mixture. 
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