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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА 
А.А. Замышляева 

Статья содержит обзор результатов автора в области математических моделей на 
основе уравнений Соболевского типа высокого порядка. Теория построена на основе 
известных фактов по разрешимости начальных (начально-конечных) задач для урав­
нений Соболевского типа первого порядка. Идея базируется на обобщении теории вы­
рожденных (полу)групп операторов на случай уравнений соболевсого типа высокого 
порядка: расщеплении пространств, действий всех операторов, построении пропага-
торов и фазового пространства однородного уравнения, а также множества допусти­
мых начальных значений для неоднородного уравнения. Мы используем уже хорошо 
зарекомендовавший себя при решении уравнений Соболевского типа метод фазового 
пространства, заключающийся в редукции сингулярного уравнения к регулярному, 
определенному на некотором подпространстве исходного пространства. В работе про­
водится редукция математических моделей к начальным (начально-конечным) зада­
чам для абстрактного уравнения Соболевского типа высокого порядка. Полученные 
результаты могут найти дальнейшее применение при исследовании задач оптимально­
го управления, нелинейных математических моделей, а также для построения теории 
уравнений Соболевского типа высокого порядка в квазибанаховых пространствах. 

Ключевые слова: уравнения Соболевского типа высокого порядка; фазовое про­
странство; пропагаторы; начально-конечная задача; относительный спектр. 

Введение 
Актуальность изучения математических моделей на основе уравнений соблевского типа 

высокого порядка обусловлена необходимостью исследования важных прикладных задач, 
в частности, в области физики атмосферы, физики плазмы, теории электрических цепей, 
теории ползучести металлов, динамики колебаний стратифицированной жидкости, теории 
фильтрации, биологии и других. Именно развитие теории уравнений Соболевского типа [1] 
позволило поставить вопрос об аналитическом и численном исследовании как существую­
щих задач, так и новых в рамках сложившихся направлений математического моделирова­
ния, например, в теории звуковых и молекулярных волн, гидродинамике, теории упругости 
и других, описываемых уравнениями высокого порядка [2-8]. 

Несмотря на то, что первые исследования уравнений неразрешенных относительно стар­
шей производной по времени появились еще в работах А. Пуанкаре в 1885 году [9], а систе­
матическое изучение начально-краевых задач для таких уравнений началось в 40-х годах 
прошлого столетия с работ С.Л. Соболева [10], в настоящее время теория уравнений Собо­
левского типа активно развивается и переживает пору бурного расцвета. Сформировались 
научные направления, вокруг которых сложились научные школы [11-17]. 

Данная работа проведена в рамках направления, возглавляемого Г.А. Свиридюком, и 
посвящена исследованию математических моделей на основе неклассических уравнений ма­
тематической физики высокого порядка. В статье описываются разработанные автором аб­
страктные методы [18, 20], которые применяются к исследованию следующих математиче­
ских моделей: 
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Математическая модель Дежен линейных волн в смектиках. Уравнение линейных 
волн в смектиках [21], впервые полученное P.G. de Gennes, имеет вид 

(1) 

исходное уравнение примет вид 

(2) 

Дополним это уравнение начально-краевыми условиями 

(3) 
Линеаризованная математическая модель Веппеу - Luke. В цилиндре [0, l] x R рассмот­

рим линеаризованное уравнение Веппеу - Luke [22]. 

(4) 

с краевыми условиями Бенара 

(5) 

Математическая модель (4), (5) с тем или иным начальным условием описывает двусторон­
нее распространение длинных волн на мелкой воде с учетом поверхностного натяжения. 

Математическая модель колебаний в конструкции. Пусть G = G(V; £) - конечный 
связный ориентированный граф, где - множество вершин, а -
множество дуг. Мы предполагаем, что каждая дуга имеет длину lj > 0 и толщину 
На графе G рассмотрим уравнения Буссинеска - Лява [23] 

(6) 

Для уравнений (6) в каждой вершине зададим краевые условия 

(7) 

(8) 

для всех Es, Ej € Eα(Vi), Ek, Em € Eω(Vi). Здесь через Eαω'(Vi) обозначено множество дуг 
с началом (концом) в вершине Vi. Если дополнить (7), (8) начальными условиями 

(9) 

то получим математическую модель, представляющую процессы колебаний в конструкции 
из тонких упругих стержней. Функции uj(x,t) определяют продольное смещение в точке x 
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в момент времени t на j-м элементе конструкции. Параметры , α и β характеризуют 
материал, из которого изготовлены стержни. 

Математические модели (2), (3) и (4), (5) с тем или иным начальным (начально-
конечным) условием в подходящих банаховых пространствах могут быть редуцированы к 
соответствующим задачам для неполного уравнения Соболевского типа высокого порядка 

(10) 

с относительно p-ограниченным или относительно p-секториальным оператором в правой 
части. 

Разработанная автором теория полных уравнений Соболевского типа высокого порядка 

(И) 

с относительно полиномиально ограниченным пучком операторов позволяет исследовать 
математическую модель (6)-(9). 

Стандартной задачей для уравнений (10), (11) является задача Коши 

(12) 

Наряду с задачей (12) для уравнений Соболевского типа ставится условие Шоуолтера -
Сидорова [24] 

(13) 

Обе задачи в зависимости от методов исследования могут пониматься в различных смыслах 
(классическом, обобщенном, ослабленном, сильном и т.д.), однако очевидно, что задача (13) 
более общая, нежели (12). В тривиальном случае (существование обратного оператора L) обе 
задачи совпадают, а значит, совпадают и их решения. Однако, задача Шоуолтера - Сидорова 
для уравнений Соболевского типа более естественна, нежели задача Коши. В данной работе 
рассматривается задача Шоуолтера - Сидорова в более общей постановке: 

(14) 

где P - спектральный проектор. При проведении вычислительных экспериментов условия 
Шоуолтера - Сидорова предпочтительнее, нежели условия Коши, так как не возникает необ­
ходимости проверки принадлежности начальных значений фазовому пространству уравне­
ния. 

Естественным обобщением задачи (14) является начально-конечная задача [25] 

(15) 

Здесь Pin и Pfin - специальным образом построенные относительно спектральные проекто­
ры. Термин «начально-конечная задача> появился относительно недавно и отражает тот 
факт, что для уравнения (10) или (11) часть данных задается в начале временного про­
межутка [0,Т], а другая часть - в конце. Первоначально она называлась «задачей сопря-
жения> и рассматривалась как обобщение задачи с данными на свободной поверхности. 
Именно в этом контексте была построена теория таких задач для линейных уравнений Собо­
левского типа первого порядка, и разработаны приложения этой теории.В данной работе эти 
идеи и методы распространены на случай уравнений Соболевского типа высокого порядка. 
Необходимо отметить, что в настоящее время начально-конечные задачи для неклассиче­
ских уравнений математической физики активно изучаются, в том числе и на множествах 
различной геометрической структуры [26]. 

2014, том 7, № 2 7 



А.А. Замышляева 

Наш подход основан на концепции относительного спектра, предложенной Г.А. Сви-
ридюком [1, 27], и развитой его учениками [28-30]. Кроме того, методы, предложенные 
ГА. Свиридюком, легли в основу теории оптимального управления [43, 32], стали фунда­
ментом алгоритмов численного решения уравнений леонтьевского типа (т.е. конечномерных 
уравнений Соболевского типа) [33], которые в свою очередь сыграли важную роль в числен­
ных исследованиях экономических [34, 35] и технических моделей [36, 37]. 

Результаты, представленные автором, легли в основу аналитических и численных ис­
следований полулинейных уравнений Соболевского типа второго порядка [38, 44], находят 
свое применение при исследовании стохастических уравнений [40, 41]. 

Статья кроме вводной части и списка литературы содержит шесть параграфов. Пер­
вый параграф посвящен изучению абстрактной задачи Коши для уравнения Соболевского 
типа высокого порядка с относительно p-ограниченным оператором [19]. Эти результаты 
применяются во втором параграфе для исследования математической модели линейных 
волн в смектиках [42]. В-третьем параграфе рассматривается задача Коши и начально-
конечная задача для уравнения Соболевского типа высокого порядка (10) в случае (L,n,p)-
секториальности оператора M. Данные абстрактные результаты проиллюстрированы кон­
кретным примером, приведенным в четвертом параграфе. Здесь исследуется математиче­
ская модель Бенни - Люка с начальным (начально-конечным) условием [43]. В пятом пара­
графе приводится разработанная автором теория относительно полиномиально ограничен­
ных пучков операторов [29], которая используется в шестом параграфе при исследовании 
математической модели продольных колебаний в конструкции на основе уравнений Бусси-
неска - Лява на конечном связном ориентированном графе, результаты которой опублико­
ваны в [44]. 

Наконец заметим, что все рассмотрения проводятся в вещественных банаховых про­
странствах, однако при рассмотрении «спектральных вопросов> вводится их естественная 
комплексификация. Все контуры ориентированны движением против часовой стрелки и 
ограничивают области, лежащие слева при таком движении. 

1. Относительно p-ограниченные операторы 
П у с т ь - банаховы пространства и операторы (линейны и непрерыв­

ны). 

Определение 1. Множество 

называется резольвентным множеством оператора M относительно оператора L (коро­
че, L-резольвентным множеством оператора M). Множество назы­
вается спектром оператора M относительно оператора L (короче, L-спектром оператора 
M). 

Замечание 1. L-резольвентное множество оператора M всегда открыто, и, следователь­
но, L-спектр оператора M всегда замкнут. 

Определение 2. Оператор-функции 

с областью определения ρL(M) называются соответственно резольвентой, правой ре­
зольвентой, левой резольвентой оператора M относительно оператора L (короче, L-
резольвентой, правой L-резолъвентой, левой L-резолъвентой оператора М). 
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Теорема 1. [1] L-резольвента, правая и левая L-резолъвента оператора аналитичны в 
своей области определения. 

Определение 3. Оператор M называется спектрально ограниченным относительно опе­
ратора L (короче, (L, σ)-ограниченным), если 

Замечание 2. Пусть существует оператор Оператор M (L, σ)—ограничен 
точно тогда, когда ограничен оператор L-1M ( или ML-1). 

Лемма 1. [1] Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда операторы 

являются проекторами, причем 

Положим Обозначим через Lk(Mk) 
сужение оператора L (M) на подпространство ilk, k = 0,1. 

Теорема 2. [1] Пусть оператор M (L, σ)-ограничен. Тогда 
(г) операторы Lk, Mk : 
(п) существует оператор 
(Ш) существует оператор 
(iv) оператор 

В условиях теоремв1 2 построим операторв1 
Тогда 

(16) 

Определение 4. Бесконечно удаленная точка L-резольвенты оператора M называется 
(г) устранимой особой точкой, если 
(п) полюсом порядка, если 
(iii) существенно особой точкой, если 

Далее устранимую особую точку так же будем назвшатв полюсом порядка нуль. 

Замечание 3. В дальнейшем (L, σ)-ограниченный оператор M, будем называть (L,p)-
ограниченным, если точка является полюсом порядка его L-резольвенты. 

Определение 5. Обозначим, через собственный вектор оператора L. Упо­
рядоченное множество С imL называется цепочкой M-присоединенных век­
торов собственного вектора если 

Говорят, что цепочка конечна, если существует такой M-присоединенный вектор φp, что 
либо φp §£ domM, либо Mφp §£ imL. Мощноств конечной цепочки называется ее длиной. 

Линейная оболочка всех собственнв1х и M-присоединеннвш векторов оператора L назв1-
вается M-корневвш линеалом оператора L. 
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2. Математическая модель Делеен линейных волн в смектиках 
Начально-краевую задачу для уравнения (2) можно описать в терминах задачи (12) для 

уравнения (10). Редуцируя математическую модель (2), (3) к задаче (10), (12), положим 
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4. Линеаризованная модель Бенни — Люка 

Теперь у нас все готово для исследования однозначной разрешимости задачи (37) для 
уравнения (10), которое в силу (£,п,p)-секториальности оператора М, условий (31), (32) и 
условий теоремы 9 редуцируется к виду 



5. Относительно полиномиально ограниченные 
пучки операторов 
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6. Математическая модель продольных колебаний 
в конструкции 
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This paper surveys the author's results concerning mathematical models based on 
Sobolev-type equations of higher order. The theory is built using the available facts on the 
solvability of initial (initial-final) problems for first-order Sobolev-type equations. The main 
idea is a generalization of the theory of degenerate (semi) groups of operators to the case of 
higher-order equations: decomposition of spaces and actions of the operators, construction 
of propagators and the phase space for the homogeneous equation, as well as the set of 
valid initial values for the inhomogeneous equation. We use the phase space method, which 
is quite useful for solving Sobolev-type equations and consists in a reduction of a singular 
equation to a regular one defined on a certain subspace of the original space. We reduce 
mathematical models to initial (initial-final) problems for abstract Sobolev-type equations 
of higher order. The results may find further applications in the study of optimal control 
problems and nonlinear mathematical models, and to the construction of the theory of 
Sobolev-type equations of higher order in quasi-Banach spaces. 
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