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О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ 
ФИЛЬТРАЦИИ В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ 
М.Н. Небольсина, С.Х.М. Аль Кхазрадэюи 

В работе методом теории полугрупп линейных преобразований устанавливает­
ся равномерно корректная разрешимость начально-краевых задач для одного класса 
интегрально-дифференциальных уравнений, рассматриваемых в ограниченной и по­
луограниченной областях, которые описывают процессы нестационарной фильтрации 
сжимающей жидкости в пористой среде. Частный случай таких уравнений на полубес­
конечной прямой с условием Дирихле на границе рассматривался в работе Ю.И. Ба-
бенко. В этой работе требовалось найти градиент давления на границе области. Здесь 
ответ получен формальным применением дробного интегро-дифференцирования, не 
затрагивая вопроса о корректной разрешимости и устойчивости решения к погрешно­
стям по исходным данным. При этом решение задачи представляется в виде формаль­
ного ряда с неограниченным оператором, сходимость которого также не обсуждается. 
Метод теории сильно непрерывных полугрупп преобразований позволяет установить 
равномерно корректную разрешимость задач Дирихле и Неймана как для конечных 
так и бесконечных областей. Это дает возможность в случае задачи Дирихле коррект­
но вычислить градиент давления на границе и значение решения на границе в случае 
условий Неймана. Здесь же доказана устойчивость решения по начальным данным. 

Ключевые слова: процессы фильтрации, пористая среда; корректные задачи; Cо-
полугруппы; дробные степени операторов. 

Введение 
В [1, с. 101] при исследовании процессов фильтрации в пористой среде для x € (0, оо) и 

t € (0, оо) рассматривается задача отыскания давления p(t,x), удовлетворяющее уравнению 
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и началвно-краевым условиям 

(1) 

(2) 

(3) 

Здесь ν — доля объема проточных зон, γ — константа массообмена между проточными и 
застойными зонами, a — коэффициент пьезопроводимости. 

Требуется найти градиент давления у границы области. 

(4) 

В [1] ответ дается в виде 

(5) 
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где неограниченный оператор М формально выписывается в виде ряда 

(6) 

где сходимость которого в [1], несмот-

ря на неограниченность оператора Lt
2, не обсуждается. Формальное применение дробного 

интегро-дифференцирования в [1] также не затрагивает вопроса о корректной разрешимо­
сти краевой задачи (1) - (3). В частности, вопроса об устойчивости решения по исходным 
данным, который, как известно, является одним из основных при численной реализации со­
ответствующего алгоритма. В то же время, результаты, полученные в [3] с применением ме­
тодов теории полугрупп исследования корректной разрешимости краевых задач С.Г. Крейна 
[4], дающие в явном виде представление решения задачи (1) - (3), а также функции (4), поз­
волили строить алгоритмы, лишенные указанных недостатков. 

В настоящей работе методом теории сильно непрерывных полугрупп С.Г. Крейна уста­
навливается корректная разрешимость краевых задач Дирихле и Неймана для уравнения 
(1), рассмотренного на конечном интервале х ∈ [0, I]. То есть нужно найти решения уравне­
ния (1), удовлетворяющие условиям: 

а) 
(7) 

— задача Дирихле; 
б) 

(8) 

— задача Неймана. 
В предположении, что функции <p1,<p2,ip1,ip2 дифференцируемы. И указать функцио­

нальные пространства Сρ[0,00] с нормами 

для которых выполняются неравенства 

(9) 

с константой с, независимой от <pi и фi. 
Для решения этих задач нам понадобятся следующие результаты из общей теории (см. 

[3 с. 305], а также [7, 8]). 

1. Необходимые факты из общей теории 
В банаховом пространстве Е рассматривается уравнение 

(1.1) 

где A — вообще говоря, неограниченный в Е оператор с областью определения D(A) такой, 
что оператор -A является генератором сильно непрерывной полугруппы U(t, -A), удовле­
творяющей оценке 

(1.2) 

2014, том 7, № 3 61 



М.Н. Небольсина, С.Х.М. Аль Кхазраджи 

62 Вестник ЮУрГУ. Серия «Математическое моделирование и программирование» 

Определение 1.1. Решением уравнения (1-1) будем называть функцию и(х) со значени­
ями в D(A), дважды непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую (1.1) на отрезке 
[0 , I]. 

Определение 1.2. Задача Дирихле для уравнения (1.1) 

называется корректной, если она однозначно разрешима для любых (p1,ip1 € D(A), и суще­
ствует С1 > 0 такое, что для всех решений (1.1) справедливо неравенство 

Определение 1.3. Задача Неймана для уравнения (1.1) 

(1.5) 

называется корректной, если она однозначно разрешима для всех (f2,ip2 € D(A), и суще­
ствует С2 > 0 такое, что для всех решений (1.1) справедливо неравенство случае 

(1.6) 

В случае I = оо отыскиваются решения и(х) в предположении ограниченности 

(1.7) 

и удовлетворяющие условиям 

(задача Дирихле); 

(задача Неймана). 
И оценкам (1.4) и (1.6) соответствуют оценки 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

Отметим, что условие (1.2) обеспечивает корректную разрешимость рассматриваемых 
задач и справедливость следующих результатов. Для простоты изложения будем считать 
I = 7Г. Из результатов А.В. Князюка [2] следует корректная разрешимость задачи Дирихле 
(1.1) - (1.3), и для ее решения получено представление 

(1.12) 

где 

(1.13) 

Если ip1 € D(A), то 
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2. Постановка задач фильтрации в рамках общей теории 
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4. Вычисление характеристик потока на границе 
Так как, исходя из изложенной выше общей теории, оценка (3.11) обеспечивает равно­

мерную корректность задач (2.1) - (2.6), то представления решений (1.13) - (1.16), (1-22), 
(1.23) позволяют ответить на следующие вопросы, связанные с определением потока веще­
ства на границе области: 

А) Нахождение градиента давления у границы области по известному закону изменения 
давления на границе. 

То есть вычисление значений 

(4.1) 
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М . Н . Н е б о л ь с и н а , С . Х . М . А л ь К х а з р а д ж и 

Using the theory of semigroups of linear transformations, we establish the uniform 
well-posedness of initial-boundary value problems for a class of integrodifferential equations 
in bounded and half-bounded regions describing the processes of nonstationary filtration of 
squeezing liquid in porous media. 

Babenko considered a particular case of these equations on the semi-infinite straight 
line with Dirichlet condition on the boundary. In that work it was required to find the 
pressure gradient on the boundary, and the answer is obtained by the formal application 
of fractional integro-differentiation while ignoring the question of continuous dependence 
on the intial data. The solution is expressed as a formal series involving an unbounded 
operator, whose convergence is not discussed. 

The theory of strongly continuous semigroups of transformations enables us to establish 
the uniform well-posedness of the Dirichlet and Neumann problems for both finite and 
infinite regions. It enables us to calculate the pressure gradient on the boundary in the case 
of the Dirichlet problem and the boundary value of the solution in the case of the Neumann 
problem. We also prove that the solution is stable with respect to the initial data. 

Keywords: filtration processes; porous media; well-posed problem; Co-semigroups; 
fractional powers of operators. 
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