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О КОРРЕКТНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ 
Д Л Я ОБОБЩЕННОГО ТЕЛЕГРАФНОГО УРАВНЕНИЯ 
В.А. Костин, А. В. Костин, С. Бадран 

В работе устанавливается равномерно корректная разрешимость задачи Коши 
для обобщенного телеграфного уравнения с переменными коэффициентами, частным 
случаем которого является классическое телеграфное уравнение. Установление кор­
ректной разрешимости математических задач является одним из основных условий 
при их численной реализации. Как известно, для классического телеграфного урав­
нения решение задачи Коши находится в классе дважды непрервно дифференцируе­
мой функции и с помощью метода Римана выписывается в явном виде. Однако, при 
этом вопрос устойчивости решения в зависимости от начальных данных, требующий 
использования соответствующих метрических пространств в этих работах не обсуж­
дается. Между тем этот вопрос является наиболее важным при корректной численной 
реализации решения задачи, когда его существование и единственность доказаны. В 
настоящей заметке методами теории полугрупп линейных преобразований, устанавли­
вается равномерно корректная разрешимость задачи Коши в пространствах функций 
интегрируемых с экспоненциальным весом для некоторого класса дифференциальных 
уравнений с переменными коэффициентами. Получено точное решение задачи Коши 
и указаны условия на коэффициенты, при которых задача раномерно корректна в 
некоторых функциональных пространствах. Следствием из этих результатов является 
равномерная корректность задачи Коши для классического телеграфного уравнения 
с постоянными коэффициентами. 

Ключевые слова: телеграфное уравнение; корректная разрешимость; полугруппы; 
косинус-функция; задача Коши; дробные степени операторов. 

Введение 
Установление корректной разрешимости математических задач является одним из ос­

новных условий при их численной реализации. Начиная с работы С.Г. Крейна [8], метод 
теории полугрупп стал одним из важнейших при исследовании корректной разрешимости 
начально-краевых задач для эволюционных уравнений и его приложений к решению задач 
для уравнений с частными производными. Этой тематике посвящены работы математиков 
Воронежской и Челябинской школ. В этом числе важное место занимают работы Г.А. Свири-
дюка [10] и его учеников по уравнениям Соболевского типа, относящихся к классу уравнений 
с особенностью. 

В настоящей заметке метод теории полугрупп применяется к исследованию корректной 
разрешимости задач Коши для обобщенного телеграфного уравнения с коэффициентами, 
имеющими особенность. 

Как известно (см. например [3, с. 90]) телеграфное уравнение записывается в виде 
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(0 .1) 

где t, x > 0, aо, bo, co — постоянные коэффициенты. 
Для уравнения (1) ставится задача о нахождении решения, удовлетворяющего условиям 

Коши 

(0 .2) 
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Решение ищется в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций и с помо­
щью метода Римана выписывается в явном виде (см. [3, с. 92]). 

При этом вопрос устойчивости решения в зависимости от начальных данных, требую­
щий использования соответствующих метрических пространств в [3], не обсуждается. Меж­
ду тем, этот вопрос является наиболее важным при корректной численной реализации ре­
шения задачи, когда его существование единственности доказано. 

В настоящей заметке методами теории полугрупп линейных преобразований, разрабо­
танной в работах [1, 4-9], устанавливается равномерно корректная разрешимость задачи 
Коши в Lp-весовых пространствах для некоторого класса дифференциальных уравнений с 
переменными коэффициентами и для которых уравнение (1) является частным случаем. 

1. Необходимые определения и факты 
Здесь мы придерживаемся терминологии и фактов изложенных, в [1, 4-9]. 
Пусть E — банахово пространство с нормой || • ||E = || • ||. 
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Замечание 1. A — генератор (C 0)-группы тогда и только тогда, когда ±A порождает 
(C 0)-полугруппу T±(t). В этом случае 

(1.4) 

Определение 4. Сильно непрерывной операторной косинус-функцией называется семей­
ство операторов C = {C(t) : t ∈ R} ⊂ B(E), удовлетворяющее условиям 
(г) C(t + s) + C(t -s) = 2C(t)C(s) 
(ii) C(0) = I 
(Hi) C(t)φ — непрерывная функция для каждого φ ∈ E. 

Определение 5. Генератором, A операторной косинус-функции C называется оператор 
A = C (0). Его областью определения является множество тех φ ∈ E , для которых 
функция C(t) дважды дифференцируема в точке t = 0. Операторные косинус-функции C и 
(C 0)-полугруппы T связаны между собой формулой [4, с. 178] 

(1.5) 

В дальнейшем нам понадобится следующее (см. [4, с. 179]). 

Предложение 1. Пусть B порождает (C 0)-группу T(t). Тогда Aa = B2 + aI, (a > 0) 
порождает операторную косинус-функцию Ca(t), и справедливо представление 

(1.6) 

где — модифицированная функция Бесселя порядка 1. 

Следующие факты связывают понятия (C 0)-полугруппы и (C 0)-косинус-функций с кор­
ректной разрешимостью задачи Коши для дифференциальных уравнений в банаховом про­
странстве первого и второго порядков. 

(1.7) 

(1.8) 

Определение 6. Решением уравнения (1.1) на отрезке [0, t0] называется [1, с. 38] функция 
u(t), удовлетворяющая условиям,: 1) u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ [0,t0], 2) в каждой точке 
t ∈ [0, t0] существует сильная производная u (t), 3) уравнение (1.5) удовлетворяется при 
всех t ∈ [0,t0]. 

Под задачей Коши на [0, t0] понимают задачу о нахождении решения уравнения (1.5), 
удовлетворяющее условию 

(1.9) 

Определение 7. Задача Коши поставлена корректно на отрезке [0, t0] если: 1) при любом 
u 0 ∈ D(A) существует ее единственное решение и, это решение непрерывно зависит от 
начальных данных в том смысле, что из x 0(0) 0 следует, что xn(t) 0 равномерно по 
t на каждом, компакте из [0,t0]. 

Справедлива теорема [1, с. 64]) о том, что задача (1.7)—(1.9) равномерно корректна тогда 
и только тогда, когда A является генератором (C 0 ) - полугруппы T(t), при этом решение 
имеет вид 

(1.10) 
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2. Сильно непрерывные /г-полугруппы и Ь-косинус-функции 
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4. Обобщенное телеграфное уравнение 
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(4.11) 

Так как оператор ^^>\,x является генератором косинусной функции C(t)φ(x) = |[T(t) + 
T(—t)]φ, то в силу (1.6) выполняются все условия теоремы корректности Совы и Куреппы. 
Отсюда следует доказательство теоремы. • 

В заключение заметим, что из теоремы 3 следует равномерная корректная разреши­
мость задачи Коши для классического телеграфного уравнения (0.1), в пространствах Lp,ν 
с IφIp,ν = [Jo°° eνx\φ (x)\pdx] p7 так как в этом случае β = 0, h(x) = x и, следовательно, 
условие (4.11) выполняется в силу [3, с. 90, соотношения 10]. 
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On the Well-Posedness of the Cauchy Problem 
for the Generalized Telegraph Equat ions 

V.A. Kostin, Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation, vlkostin@mail.ru, 
A.V. Kostin, Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation, leshakostin@mail.ru, 
Salim Badran Yasim Salim, Voronezh State University, Voronezh, Russian Federation, 
bjs-78@yahoo.com 

This paper establishes the uniform well-posedness of the Cauchy problem for 
generalized telegraph equations with variable coefficients, of which the classical telegraph 
equation is a particular case. The well-posedness of a mathematical problem is one of the 
main requirements for its numerical solution. 

For the classical telegraph equation, Riemann's method enables us to solve the Cauchy 
problem in the class of twice continuously differentiable functions explicitly. The question 
of stability of the solution in dependence on the initial data, which requires us to work in 
suitable metric spaces, usually is not discussed; however, it appears to be one of the most 
important questions once the existence and uniqueness of the solution are known. In this 
note we use the theory of continuous semigroups of linear operators to establish the uniform 
well-posedness of the Cauchy problem in the spaces of integrable functions with exponential 
weight for several classes of differential equations with variable coefficients. We obtain the 
exact solution to the Cauchy problem and indicate conditions on the coefficients ensuring 
that the problem is uniformly well-posed in certain functional spaces. These results imply 
the uniform well-posedness of the Cauchy problem for the classical telegraph equation with 
constant coefficients. 

Keywords: telegraph equation; well-posedness; semigroups; cosine function; Cauchy 
problem; fractional powers of operators. 
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