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ОБ ОДНОЙ НЕКЛАССИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
 
В.В. Карачик1 
 

Рассматривается краевая задача для уравнения Гельмгольца в еди-
ничном шаре, имеющая нормальные производные высокого порядка в гра-
ничных условиях. Доказана теорема о необходимых и достаточных услови-
ях разрешимости этой задачи. 

Ключевые слова: уравнение Гельмгольца; обобщенная задача Неймана; соб-
ственные значения; нормальные производные. 

 
1. Введение 

Рассмотрим следующую краевую задачу для уравнения Гельмгольца 

0, { :| | 1},nv v x S x xλ∆ + = ∈ = ∈ <ℝ          (1) 

( ), ,m SP u f s s S
ν ∂
∂  = ∈∂ ∂ 

               (2) 

где ( )mP t  – полином степени m  над ℂ , / ν∂ ∂  – производная по направлению внешней нормали 

к сфере радиуса x , а ( )f C S∈ ∂ . Задачи такого вида были рассмотрены ранее в [1–6]. 

Рассмотрим функцию (см. [7]) 
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Очевидно, что эта функция целая при 02m∈ −/ ℕ . Используя разложение функции Бесселя 

первого рода ( )mJ t  в ряд, нетрудно получить формулу, связывающую ( )mg t  и ( )mJ t  
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Пусть область n∈ℝD  ограничена и обладает свойством звездности 
, [0,1],x xα α∀ ∈ ∀ ∈ ∈D D . Методом нормированных систем функций был получен следующий 

результат. 

Теорема 1. [7, Теорема 3] Для всякой функции 2( )v C∈ D , удовлетворяющей в D  уравне-
нию (1), найдется гармоническая в D  функция ( )u x  такая, что имеет место равенство 
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Нетрудно доказать следующее следствие из этой теоремы. 

Следствие 1. Если ( )v x  – решение уравнения (1) обладает свойством | | ( )
k

k
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v
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∂

D  для 

0,k m= , то этим же свойством обладает и функция ( )u x , находимая из (4). 
Идея представления (4) была также использована в [8, 9] для построения специальных поли-

номов. Перепишем формулу (4) в терминах функций Бесселя. Из (3) нетрудно получить, что 
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2. Основной результат 
Исследуем разрешимость задачи (1)–(2). Решение будем искать из класса 2( )v C S∈  и 
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S  при 0,k m= . Рассмотрим полином [ ]
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зависящий от полинома ( )mP t . Здесь kp  – коэффициенты полинома ( )mP t , а 
[ ] ( 1) ( 1)kt t t t k= − − +⋯ . Предположим, что коэффициент при старшей степени полинома ( )mP t  

равен единице, т.е. 1mp = . Обозначим, как обычно, однородные гармонические полиномы k -й 

степени через ( )kH x  и введем функцию 
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В этих обозначениях теорема о разрешимости задачи (1)–(2) имеет вид. 
Теорема 2. Решение задачи (1)–(2) существует тогда и только тогда, когда 0k∀ ∈ℕ , 

( ; ) 0 ( ), ( ) ( ) 0.k m k kS
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Решение задачи единственно с точностью до собственных функций вида 
( ) 2

2( ) ( | | ) ( ),n k kkv x g x H xλ λ+=  

где числа 0k ∈ℕ  такие, что λ  удовлетворяет равенству ( ; ) 0k mF Pλ = . 
Доказательство. Необходимость. Пусть решение задачи (1)–(2) существует. Поскольку об-

ласть S обладает свойствами звездной области D , то воспользуемся результатом следствия 1. 
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k

k
k

u
x C k m

ν
∂ ∈ =
∂

S . Поэтому, в S  

при 0,k m=  имеет место равенство 

( )1 2 2 / 2 1
40 | |

0

| |
| | | | ( (1 ) ) .

4

m m m m i im
m m i n

m m m i it x
i

mv u x u
x x t g t d

i t
λ λ α α α

ν ν ν

−
+ −

− ==

∂ ∂ ∂ 
 


∂= − −
∂ ∂ ∂ ∂∑∫

�

 

Откуда 
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где обозначено 
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Пусть ( )W x  – гармоническая в S и непрерывная в S  функция, удовлетворяющая условию 

SW f∂ =
�

. Выпишем два свойства оператора Λ . Во-первых, из гармоничности в S функции ( )u x  

следует гармоничность в S функции ( )u xΛ . Во-вторых, [ ]| |
k

k k
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u
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 [10] и значит, если 
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 на S∂  также для 0,k m= . Если, те-

перь, воспользоваться этими свойствами оператора Λ , то в силу единственности решения задачи 
Дирихле, из равенства (7) получим уравнение в гармонических функциях 
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где x S∈ . Откуда, разлагая гармонические функции ( )W x  и ( )u x  в ряды в некоторой окрестно-

сти нуля 0 S⊂D  и приравнивая полиномы с одинаковыми степенями, получим 
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где учтено, что 
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( )sW x  и ( )su x  – однородные полиномы s -й степени из разложения гармонических функций 
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Вспоминая, что 
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а это значит, что верно равенство 
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и используя биномиальную теорему Вандермонда, найдем 
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Если теперь учесть определение функции ( ; )s mF t P  из (5), то будем иметь 

( ) ( ; ) ( )s s m sW x F P u xλ= .         (10) 
Отсюда, сразу следует, что если существует решение задачи (1)–(2), то 

0, ( ; ) 0 ( ) 0.s m ss F P W xλ∃ ∈ = ⇒ =ℕ  

Равенство же ( ) 0sW x =  в силу [11, Теорема 4] равносильно утверждению 
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Необходимость условий теоремы доказана. 
Достаточность. Покажем, что при выполнении условий теоремы найдется такая гармони-
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0,k m=  и которая удовлетворяет в S  уравнению (8). Если такую функцию ( )u x  подставить в 
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и 2( )v C S∈ , удовлетворять уравнению (1) и условиям (2), т.е. будет решением задачи (1)–(2). 

Сделаем в уравнении (8) замену переменных по формуле ( 1)mv u= Λ + . При гармонической 
функции u  функция v  тоже гармоническая. Эта замена однозначно обратима по формуле 
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Аналогично вычислим 
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Поэтому, с учетом 1mp =  правая часть уравнения (8) приводится к виду 
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Переставляя порядок суммирования в кратном интеграле и используя равенство 
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Таким образом, уравнение (8) перепишется в виде 
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где обозначено 
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Если в уравнении (11) разложить гармонические функции ( )W x  и ( )v x  в ряд по однородным 
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Аналогично найдем 
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В силу этих оценок из (12) следует, что найдутся такие числа ( )r λ  и ( ) 0p λ ≥  при которых 
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и значит константы ( )r λ  и ( )p λ  можно выбрать в виде 

1 4
| | | |

( ) ( 1)! 1 ( ), ( ) ( | |)
2 4 4

( )r m r p g
n

λ λλ λ λ λ= + + = −
−

. 

Предположим, что в уравнении (11) x S∈∂  тогда, обозначая ядро интеграла Пуассона через 
21 1 | |

( , )
| |nn

x
D x

x
ξ

ω ξ
−=
−

 

и учитывая, что ( ) ( , ) ( )
S

v x D x v dξ ξ ξ
∂

= ∫  при x S∈  будем иметь 

1

0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

S
f s v s D s v d dα λ α ξ ξ ξ α

∂
= + ∫ ∫ R              (15) 

Подинтегральная функция в полученном уравнении, в силу оценки (14), равенства 
1 ,!

0
ln (1/ ) 1k dα α =∫  и положительности функции ( , )D x ξ , при ,x Sξ ∈  является абсолютно интег-
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рируемой. Поэтому, воспользовавшись теоремой Фубини [12], изменим порядок интегрирования 
в равенстве (15). Обозначая 

1

0
( , ; ) ( , ) ( , ) ,Q s D s dξ λ α λ α ξ α= ∫ R  

будем иметь 

( ) ( ) ( , ; ) ( ) .
S

f s v s Q s v dξ λ ξ ξ
∂

= + ∫                 (16) 

Итак, функция ( )v s  – след решения ( )v x  уравнения (11) на S∂  должна удовлетворять урав-
нению (16). Верно и обратное: если ( )v s  – решение уравнения (16), то функция 

( ) ( , ) ( )
S

v x D x s v s ds
∂

= ∫  является решением уравнения (11). Действительно, умножая обе части 

уравнения (16) на ( , )D x s  и интегрируя по S∂  (обе части уравнения – непрерывные функции на 
S∂ ), найдем 

1

0
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) .

S S
W x v x D x s D s v d d dsα λ α ξ ξ α ξ

∂ ∂
= + ∫ ∫ ∫ R  

Меняя порядок интегрирования, вынося внутренний интеграл наружу, а внешний – внося во-
внутрь и используя равенство 

( , ) ( , ) ( , ) , , [0,1)
S

D x D x s D s ds Sα ξ α ξ ξ α
∂

= ∈∂ ∈∫ , 

получим (11). Проведем аналогичные преобразования и с уравнением, союзным к (16) –  
* * *( ) ( ) ( , ; ) ( ) ,

S
f s v s Q s v dξ λ ξ ξ

∂
= + ∫        (17) 

ядро которого имеет вид 
1*

0
( , ; ) ( , ) ( , ) .Q s D s dξ λ α λ αξ α= ∫ R  

Умножая обе части уравнения (17) на ( , )D x s , интегрируя по S∂  и используя равенство 
2 2 2

2 / 2

1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ),

| | ( 2 ( , ) 1) | |n n n
n n n

D s D s
s s s

α α αα ξ αξ
ω ω ωα ξ α α ξ αξ

− − −= = = =
− − + −

 

в котором ,s Sξ ∈∂  найдем 
1* *

0

1 1* * *

0 0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )( )
S S

S S S

W x v x D x s D s v d d ds

D x s D s ds v d d v x D x v d d

α λ α ξ ξ α ξ

α λ α ξ ξ ξ α α λ α ξ ξ ξ α

∂ ∂

∂ ∂ ∂

= + =

= = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

R

R R

 

и значит 
1* *

0
( ) ( ) ( , ) ( ) .W x v x v x dα λ α α= + ∫ R       (18) 

Предположим, что ядро ( , ; )Q s ξ λ  – полярное. Тогда, для уравнения (16) имеют место аль-
тернативы Фредгольма [12] и значит, его решение существует, если 

*( ) ( ) 0,
S

f s v s ds
∂

=∫        (19) 

где * ( )v x  – произвольное решение уравнения (17) при ( ) 0f x = . Для нахождения * ( )v x  доста-

точно решить однородное уравнение (18), а затем взять его след на S∂ . Поскольку * ( )v x  – гар-

моническая в S функция, то она разложима в ряд в некоторой окрестности нуля – 0D . Поэтому, 

используя равенство (13), приведем однородное уравнение (18) в 0D  к виду 

*

0

0 ( ; ) ( )k m k
k

F P v xλ
∞

=
=∑ . 

Отсюда сразу следует, что если при заданном λ  выполняется неравенство ( ; ) 0k mF Pλ =/ , то 

тогда * ( ) 0kv x = . Значит, функция * ( )v x  представляет собой сумму произвольных однородных 
гармонических полиномов, степени которых – k  таковы, что выполняется равенство 

( ; ) 0k mF Pλ = .  
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Возьмем, найденную таким образом функцию * ( )v s . Подставляя ее в условие (18) существо-
вания решения уравнения (16), убеждаемся в его эквивалентности условию теоремы. 

Итак, если выполнены условия теоремы, то выполнены условия альтернативы Фредгольма, а 
значит решение уравнения (16) существует. Из наличия же решения уравнения (16) вытекает су-
ществование решения уравнения (8), а следовательно, в силу формулы (4) и задачи (1)–(2). 

Для окончательного доказательства существования решения остается показать полярность 
ядра ( , ; )Q s ξ λ , т.е. непрерывность функции ( , ; )Q s ξ λ  на S S∂ × ∂  везде, кроме s ξ= , и справед-
ливость неравенства  

| ( , ; ) | | | , 1.Q s A s nαξ λ ξ α−≤ − < −     (20) 
Непрерывность ядра ( , ; )Q s ξ λ  по переменным ,s Sξ ∈∂  при s ξ=/  следует из непрерывности 

по этим переменным функции ( , )D sα ξ , где [0,1]α ∈ , s ξ=/  и неравенства 
1

0
| ( , ) |dα λ α < ∞∫ R . 

Для доказательства оценки (20) возьмем некоторое (0,1)ε ∈  и выпишем равенство 
1

0
( , ; ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .Q s D s d D s d

ε

ε
ξ λ α λ α ξ α α λ α ξ α= +∫ ∫R R  

Оценим первый интеграл. В силу неравенства (14), при ,s Sξ ∈∂  получим 
1

[0, ] 10 0
( , ) ( , ) max ( , ) | ( , ) | ,| |D s d D s d C

ε
α εα λ α ξ α α ξ α λ α∈≤ ≤∫ ∫R R  

где (0,1)ε ∈ . Далее, нетрудно видеть, что 
2

1

1 | | | | | | 2
( , ) 2 2

| | | | | | | |
n n n n n

s s
D s

s s s s

α ξ α ξ αω α ξ
α ξ α ξ ξ α ξ α −

− − −= ≤ ≤ =
− − − −

 

и значит при 3 2/ nC ω=  имеем 1
3( , ) | | nD s C sα ξ α ξ −≤ − . Теперь, учитывая, что  

2
[ ,1]

sup | ( , ) | ( )C
α ε

α λ ε
∈

≤R , а также пользуясь неравенством 

1 4
10

,
| | | |k k

Cd

s s

α
α ξ ξ −≤

− −∫              (21) 

где ,s Sξ ∈∂  и 2k ≥  оценим второй интеграл. Имеем 
1 1 2 3 4

3 2 1 2

( )
( , ) ( , ) ( ) .

| | | |
| |

n n

C C Cd
D s d C C

s sε ε

εαα λ α ξ α ε
α ξ ξ− −≤ ≤

− −∫ ∫R  

Таким образом, при 2n ≥  будем иметь 
2 2

1 2 3 4 1 2 3 4
2 2

| | ( ) 2 ( )
| ( , ; ) | .

| | | |

n n

n n

C s C C C C C C C
Q s

s s

ξ ε εξ λ
ξ ξ

− −

− −
− + +

≤ ≤
− −

 

Отсюда, полагая 2
1 2 3 42 ( )nA C C C Cε−= + , получим оценку (20) при 2nα = − . Осталось дока-

зать справедливость неравенства (21). Пусть 2k ≥ . Обозначим ( , )sω ξ=  и будем считать, что 
s ξ≠ , а значит 1ω < . Предположим сначала, что 0ω ≥ . Тогда 

1 1 1

2 / 2 2 2 / 20 0 0

1

2 / 2 2 2 ( 1) / 2 2 / 20
/ 2

2

| | (1 2 ) (( ) 1 )

1 1
,

(1 ) ( ) (1 ) (1 )
1

1
( )

k k k

b

k k ka
k

d d d

s

d d

α α α
α ξ α ωα α ω ω

α α
ω α ω ω α

ω

−

= = =
− + − − + −

= =
− − − ++

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

где 2/ 1a ω ω= − − , (1 ) /(1 )b ω ω= − +  Так как 1/ 2| | 2(1 )( )s ξ ω− = − , то 
2 1 2 1 21 2 | | (1 ) 2 | |s sω ξ ω ξ− −− = − + ≥ −  

и значит, будем иметь 
( 1) / 21

1 2 / 20

2
.

| | | | (1 )

k

k k k

d d

s s

α α
α ξ ξ α

− ∞

− −∞
≤

− − +∫ ∫  
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Если 0ω ≤ , то тогда 2 2 2| | 1 2 1sα ξ α ωα α− = + − ≥ +  и поэтому 
1

2 / 20
.

| | (1 )k k

d d

s

α α
α ξ α

∞

−∞
≤

− +∫ ∫  

Поскольку | | 2s ξ− ≤ , то 2 / | | 1s ξ− ≥  и значит можно записать 
11

1 2 / 20

2
.

| | | | (1 )

k

k k k

d d

s s

α α
α ξ ξ α

− ∞

− −∞
≤

− − +∫ ∫  

Объединяя два полученных выше неравенства в одно выбором большей константы, получим 
(21) при 

1
4 2 / 2

2 .
(1 )

k
k

d
C

α
α

∞−
−∞

=
+∫  

Существование решения задачи (1)–(2) полностью доказано. 
Для исследования единственности решения задачи (1)–(2) следует исследовать единствен-

ность решения уравнения (8), а следовательно и уравнения (11). Последнее же имеет единствен-
ное решение с точностью до однородных гармонических полиномов ( )kH x , степени которых – 

k  удовлетворяют уравнению ( ; ) 0k mF Pλ = . Подставляя их в формулу (4) и учитывая равенство 
(9), получим 

( ) ( )
2 1 2 / 2 1 2

4 20

| |
( ) 1 (1 ) | | ( ) | | ( ),

4
( )k n

k n k k
x

v x g x d H x g x H xλ λ α α α λ+ −
+= − − =∫  

т.е. ( )( ) ( )kv x v xλ= . Итак, если решение задачи (1)–(2) существует, то оно единственно с точностью 

до функций ( ) ( )kv xλ , где числа 0k ∈ℕ  такие, что ( ; ) 0k mF Pλ = . Теорема полностью доказана. 
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ON A NONCLASSICAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE HE LMHOLTZ 
EQUATION 
 
V.V. Karachik 1 
 

A boundary value problem for the Helmholtz equation in the unit ball, having high-order normal de-
rivatives in the boundary conditions is considered. The theorem of necessary and sufficient solvability 
conditions of this problem is proved. 
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