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РАВНОМЕРНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ 
В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕПЛОВОЙ ДИАГНОСТИКИ 
 
А.И. Сидикова1, С.И. Бельков2 
 

До последнего времени при решении данной задачи повышали точ-
ность среднеквадратичного приближения за счет разработки оптимальных 
методов. Недостатком среднеквадратичного приближения является не га-
рантированность достаточной точности приближений при конкретных зна-
чениях t. Потому, в настоящей работе предлагается алгоритм определения 
равномерного приближения. При этом дается равномерная оценка этого 
приближения. 

Ключевые слова: обратная задача, регуляризация, оценка погрешности, не-
корректная задача, преобразование Фурье. 

 

Постановка задачи 
Пусть тепловой процесс описывается уравнением 
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решение 2,1( , ) ([0,1] [0, )) ((0,1) (0, )),u x t C C∈ × ∞ × ∞∩  удовлетворяет следующим начальному и 
граничным условиям 
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где 
2( ) [0, ), (0) '(0) 0h t C h h∈ ∞ = =     (5) 

и существует число 0 0t >  такое, что для любого 0t t≥  

( ) 0.h t =             (6) 

Рассмотрим множество 2[0, )rM L⊂ ∞  и, определяемое формулой 

2 2 2
2

0 0

( ) : ( ) [0, ); ( ) [ '( )] .rM h t h t L h t dt h t dt r
∞ ∞  = ∈ ∞ + ≤ 

  
∫ ∫  

Искомая функция 
( ) .rh t M∈             (7) 

Предположим, что при 0( ) ( )f t f t=  существует функция 0( ),h t  удовлетворяющая условиям 

(5)–(7) и такая, что при 0( ) ( )h t h t=  существует решение ( , )u x t  задачи (1)–(6), удовлетворяющее 
условию 

1 0( , ) ( ); 0,u x t f t t= ≥         (8) 

но функция 0( )f t  нам не известна, а вместо неё даны некоторая приближенная функция 

2 1( ) [0, ) [0, )f t L Lδ ∈ ∞ ∞∩  и число 0δ >  такие, что 

0 .f fδ δ− ≤             (9) 

Требуется, используя ,fδ δ  и ,rM  определить приближенное решение ( )h tδ  задачи (1)–(4), 

(8) и оценить уклонение 
2

0 L
h hδ −  приближенного решения hδ  от точного 0.h  
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Пусть 2 2( , ) ( , ),H L iL= −∞ ∞ + −∞ ∞  а F  – оператор, отображающий 2[0, )L ∞  в .H  Из теоремы 

Планшереля [1] следует изометричность оператора .F  
Применяя преобразование  

0

1
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сведем задачу (1)–(4), (8) к задаче вычисления значений неограниченного оператора 
, : ,T T H H→  

� ɵ( ) ( ), 0,T f hτ τ τ= ≥        (10) 

где � ɵ( ) [ ( )], ( ) [ ( )],f F f t h F h tτ τ= =  а 
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Из (9) следует, что 
� �

0( ) ( )f fδ τ τ δ− ≤       (11) 

и при � �
0( ) ( )f fτ τ=  существует точное решение ɵ0( )h τ  задачи (10), которое принадлежит множе-

ству � ,rM  определяемому формулой  
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Требуется, используя � ( ),f δ τ δ  и � ,rM  определить приближенное решение ɵ ( )hδ τ  задачи (10), (11) 

и оценить уклонение ɵ ɵ
0 .h hδ −  Для решения этой задачи используем регуляризующее семейство 

операторов { }, 0Tα α >  

�
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В качестве приближенного решения задачи (10), (11) возьмем элемент ɵ �( ) ( ),h T f
α
δ α δτ τ=  в ко-

тором параметр регуляризации ( , )rα δ  определим из уравнения 

1 / 2

2
.

1

xr
e α δ

α
=

+
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Заметим, что метод ( , ) 0{ : 0 },rTα δ δ δ< ≤  определяемый формулами (13) и (14), является ме-

тодом проекционной регуляризации, предложенным в [2]. 
В [3] доказаны теоремы. 
Теорема 1. Для любого 0ε >  существует 0εδ >  такое, что для любого (0, )εδ δ∈  справед-

ливы оценки 
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[ ] ,

1 ( , ) 1 ( , )
r

r r
T

r r
δ α δ

ε ε
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где метод ( , ){ : 0 }rTα δ εδ δ< ≤  определен формулой (13), (14). 

Теорема 2. Метод ( , ){ : 0 },rTα δ εδ δ< ≤  решение задачи (10), (11) и, определяемый формула-

ми (13), (14) оптимален по порядку на классе � rM  и для него справедлива оценка погрешности 

( , )[ ] 2(1 ) .opt
rTδ α δ δε∆ ≤ + ∆  

Получены асимптотические оценки [3]. 
Теорема 3. Для любого 0r >  существуют числа 1 2( ), ( )c r c r  и 1 1δ <  такие, что для любого 

1(0, )δ δ∈  справедливы оценки 
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2 2 2
1 2( ) ln 1 ( , ) ( ) ln .c r r c rδ α δ δ≤ + ≤  

Рассмотрим пространство 0 2[ [0, )],H F L= ∞  где F  преобразование Фурье и через ( )hδ τ  обо-
значим элемент, определяемый формулой 

ɵ
0( ) [ ( ); ].h pr h Hδ δτ τ=  

Окончательно, решение ( )h tδ  обратной задачи (1)–(4), (8) определим формулой  
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При достаточно малом значении δ  справедлива оценка 

2
0 2

( ) ( ) 2(1 ) .
1 ( , )

L
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α δ
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Решение задачи восстановления непрерывной функции, заданной со среднеквадратичной 
погрешностью 

Обозначим через rM  множество функций ( ) [ , ]u t C a b∈  таких, что 

2 2 2( ) [ '( )] ,
b b

a a

u t dt u t dt r+ ≤∫ ∫           (17) 

где '( )u t  – обобщенная производная Соболева от функции ( ).u t  

Предположим, что функция 0( ),u t  принадлежащая множеству ,rM  нам не известна. Вместо 

нее даны некоторое приближение 2( ) [ , ]u t L a bε ∈  и уровень погрешности 0ε >  такие, что 

2
0 .

L
u uε ε− ≤               (18) 

Требуется, используя априорную информацию ( ( ), ),u tε ε  определить приближенное значение 

( ) [ , ]u t C a bε ∈  и оценить величину 

{ }0max ( ) ( ) : [ , ] .u t u t t a bε − ∈  

Эта задача называется задачей восстановления непрерывной функции, заданной с погрешно-
стью. Для ее решения используем метод усредняющих функций, предложенный в [4]. 

Рассмотрим усредняющую функцию 

2
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где 
2

11
1

1

.te dtγ
−

−

−

= ∫  

Тогда для любого значения 0h >  определим  

1
( ) , .h

t
t t

h h
ω ω

 
= ∈ 

 
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Из [5, с. 111–112] и формул (19), (20) следует, что для любого 0 ( ) ( ), ( ) 0h hh t C tω ω∞> ∈ =ℝ  

при t h≥  и ( ) 1.ht h
t dtω

≤
=∫  

Теперь определим регуляризующее семейство { : 0}hP h>  линейных ограниченных операто-

ров ,hP  отображающих пространство 2[ , ]L a b  в [ , ],C a b  использующих формулу 

Лемма 1. Пусть линейный ограниченный оператор hP  определен формулой (21). Тогда 

1
.hP

hγ
≤  
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Доказательство. Пусть 2( ) [ , ]u t L a b∈  и ( ) 1,u t ≤  тогда из (19)–(21) следует, что для 

любого [ , ]t a b∈   
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то из (22) следует, что для любого 
1

[ , ] ( ) ,ht a b P u t
hγ

∈ ≤  что и доказывает лемму. 

Лемма 2. Пусть множество rM  определено соотношением (17), а 0 0( ) ( ).h
hu t P u t=  Тогда 

0

0 0 [ , ]
sup .

r

h

C a bu M
u u r h

∈
− ≤  

Доказательство. Предположим, что 0 ,ru M∈  тогда для любого [ , ]t a b∈   

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .h
h h

t h t h

u t u t t u t d t u d
τ τ

ω τ τ ω τ τ τ
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Из (23) следует, что 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .h
h

t h

u t u t t u t u d
τ

ω τ τ τ
− ≤

− = − −∫              (24) 

Так как из теоремы, доказанной в [5] на стр. 126, следует, что для любого [ , ]t a b∈  выполня-
ется соотношение 

0 0( ) ( ) ,hu t u t r h− ≤  

что и доказывает лемму. 
Окончательно, в качестве приближенного значения восстанавливаемой функции  0( )u t  

возьмем функцию 
( )

( )( ) ( ),h
hu u t P u tε

ε ε ε ε= =  

в которой ε  определено формулой (18), а ( )h ε  формулой 

( ) .h
r

εε
γ

=                (25) 

Учитывая, что  
( )

0 0 ( )0[ , ] [ , ]
( ) ( ) sup ( ) ( ) ,h

hC a b t a b
u t u t u t u t Pε

ε ε ε
∈

− ≤ − +  

где hε  определена формулой (25). 
Из лемм 1 и 2 получим, что 

0 4[ , ]

2
( ) ( ) .

C a b

r
u t u tε

ε
γ

− ≤              (26) 

Теперь докажем, что оценка (26) является точной по порядку, а метод усредняющих функций 

{ }( ) 0: 0 ,hP ε ε ε< ≤  используемый в настоящем параграфе, оптимален по порядку. Из работы [6] 

следует, что  

1(2 , )rω ε ε∼  при 0,ε →               (27) 



Математика 

Вестник ЮУрГУ. Серия «Математика. Механика. Физика» 40 

где модуль непрерывности 1(2 , )rω ε  определен формулой 

{ }
2

1 1 2 1 2 1 2[ , ]
(2 , ) sup ( ) ( ) : , ; 2 .rC a b L

r u t u t u u M u uω ε ε= − ∈ − ≤  

Из работы [7] и формул (26), (27) следует, что метод { }( ) 0: 0hP ε ε ε< ≤  оптимален по порядку на 

классе ,rM  а оценка погрешности (26) этого метода является точной по порядку. 
 
Равномерное приближения решения 0( )h t  обратной граничной задачи (1)–(4), (8) 

Используя методику, изложенную выше, задачу равномерного приближения граничного ус-
ловия 0( )h t  в задаче (1)–(4), (8) сведем к задаче восстановления непрерывной функции, заданной 
со среднеквадратичной погрешностью. 

Таким образом, из условия (17) следует, что нам необходимо определить функцию 
1

0 2 0( ) [0, ],h t W t∈  и удовлетворяющую условию 
0 0

2 2 2
0 0

0 0

( ) [ '( )] .
t t

h t dt h t dt r+ ≤∫ ∫            (28) 

Из (15) и (16) следует, что нам известна функция 2 0( ) [0, ]h t L tδ ∈  такая, что 

2
0( ) ( ) ( ),

L
h t h tδ ε δ− ≤          (29) 

где 
2

2 (1 )
( ) ,

1 ( , )

r

r

εε δ
α δ

+=
+

 ( , )rα δ  – решение уравнения (14). 

Требуется, используя априорную информацию ( ), ( ),h t rδ ε δ  задачи (28), (29) определить 

функцию 0( ) [0, ]z t C tδ ∈  такую, что 

{ }0 0max ( ) ( ) : [0, ] 0z t h t t tδ − ∈ →  при 0δ →  

и оценить скорость этой сходимости. 

Для решения  этой задачи используем регуляризующее семейство операторов { }: 0 ,Pβ β >  

определяемое формулой (21) 
0

2 0
0

( ) ( ) ( ) , ( ) [0, ],
t

P h t h t t d h t L tβ βω τ τ= − ∈∫  

[ ]0
1
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где 
2

11
1

1

te dtγ
−

−

−

= ∫ . 

Окончательно, в качестве приближенного решения возьмем функцию 

( ) ( ) 0( ); [0, ],z t P h t t tδ δβ δ= ∈  

где 

( )
r

εβ δ
γ

= . 

Из формулы (26) следует, что 

[ ]0
0 0, 4

2
( ) ( )

С t

r
z t z tδ

ε
γ

− ≤ . 
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REGULAR APPROXIMATION FOR BOUNDARY CONDITION IN INV ERSE 
PROBLEM OF THERMAL DIAGNOSTICS 

 
A.I. Sidikova 1, S.I. Belkov 2 

 
Until recently at the solution of the problem the accuracy of the root-mean-square approximation 

has been increased through the development of optimum methods. The drawback of  the root-mean-
square approximation is unreliability of sufficient accuracy for concrete values of t. Thus, the algorithm 
of definition of regular approximation is considered in the article.  Regular estimator of this approxima-
tion is given. 

Keywords: inverse problem, regularization, estimation error, ill-posed problem, Fourier transfor-
mation. 
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