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Традиционно модель создается с учетом всех 
наиболее существенных факторов, влияющих на 
поведение системы. Структура модели, в этом слу­
чае, определяется причинно-следственными связями 
исследуемых факторов. Источником такой информа­
ции могут быть фундаментальные законы природы, 
априорные знания об объекте моделирования. 

Если о структуре модели заранее ничего не 
известно, остается надеяться на универсальные 
конструкции, которые, как правило, содержат 
очень много параметров. Трудности со скрытыми 
переменными в таком случае непреодолимы, по­
этому временные ряды всех динамических пере­
менных модели должны быть измерены или полу­
чены по наблюдаемым. Далее приходится строить 
многомерную модель вида (1) или (2), где в каче­
стве функции многих переменных F выбрана од­
на из универсальных конструкций с множеством 
неизвестных параметров. Оценку множества пара­
метров реально проводить обычным МНК или 
фильтром Калмана, при этом для упрощения жела­
тельно, чтобы функция F зависела от параметров 

2. Методы восстановления динамических 
систем из временных рядов 

Если аппроксимирующая функция F задает­
ся с помощью единой формулы во всем диапазоне 
изменений аргумента, как в случае многочлена, то 
аппроксимацию (и модель) называют глобальной. 
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Задача построения математических моделей и 
прогнозирования процессов различной природы 
является давней, но актуальной до сих пор. До 
недавнего времени она решалась построением 
стохастических регрессионных моделей с помо­
щью методов математической статистики. При 
этом источником неточных прогнозов считалось 
влияние случайных факторов. Однако, наблюдае­
мые статистические характеристики таких случай­
ностей, отличающиеся от теоретических, («тол­
стые хвосты» распределений, острые пики) стали 
причиной изучения данных факторов, как следст­
вия функционирования детерминированной дина­
мической системы. В этой связи, одними из самых 
активно развивающихся и широко обсуждаемых 
стали методы нелинейной динамики [7, 12, 18, 20-
22, 28, 37]. Моделирование в них осуществляется 
нелинейными (в том числе многомерными) разно­
стными уравнениями (отображениями) 

линейно. Очень много усилий исследователей уш­
ло на поиск универсальных подходов к решению 
такой задачи. Задача моделирования существенно 
усложняется, если наблюдения за системой огра­
ничиваются одномерной реализацией одной из ее 
координат, как правило, в присутствии шумов. 



Альтернативным и часто не менее эффективным 
является локальный (кусочный) подход, когда ап­
проксимирующая функция задается некоторой 
(чаще простой) формулой, но со своим набором 
параметров для каждой небольшой области значе­
ний аргумента. Наиболее популярные примеры — 
кусочно-постоянные и кусочно-линейные аппрок­
симации и кубические сплайны. Локальные моде­
ли лучше описывают менее гладкие зависимости с 
изломами и разрывами. Но они более чувстви­
тельны к действию шума, чем глобальные с не 
очень большим числом параметров. Поэтому ло­
кальные модели лучше при большом объеме дан­
ных и низком уровне шумов для сколь угодно 
сложной нелинейности, а глобальные модели 
имеют преимущества при меньшем объеме данных 
и более высоком уровне шума для систем с не 
очень сложной нелинейностью. 

2.1. Выбор вектора состояния 
Предположим, что наблюдаемая величина у 

порождается некоторой динамической системой и 
является либо одной из ее переменных состоя­
ний, либо скалярной функцией от них. Задача 
состоит в том [1], чтобы, во-первых, по одномер­
ному временному ряду восстановить фазовый 
портрет (аттрактор) изучаемой системы, во-
вторых, восстановить динамические уравнения, в 
каком-то приближении описывающие поведение 
исходной системы. 

Для решения первой задачи в [46] был пред­
ложен метод задержки, согласно которому вектор 
состояния восстанавливался по формуле 
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в силу того, что взаимосвязь между координатами 
однозначно задается равенством (5) 

Несмотря на относительную новизну методов 
хаотической динамики, идентификация систем (1), 
(2), с правыми частями вида (9), (11) осуществля­
ется традиционными методами [3, 11, 14-17, 31, 
34, 38] 

2.4. Другие подходы 
В рамках нелинейного анализа данных и мо­

делирования активно применяются нейронные 
сети [5, 8, 20, 21, 36, 37, 39]. При изучении нели­
нейных явлений нейронные сети могут выступать 
в двух различных качествах. Они могут использо­
ваться для анализа, диагностики, прогноза, поиска 
закономерностей, которые в дальнейшем могут 
быть использованы при построении традиционных 
моделей. В самом деле, прогнозирующая сеть сама 
по себе тоже представляет своеобразную имита­
ционную модель изучаемого процесса. Нейронные 
сети также могут быть использованы как инстру­
мент для моделирования различных нелинейных 
систем. На сегодняшний день они представляют 
собой один из немногих прообразов организован­
ной сложности, характерной для ряда физических, 
многих биологических, технических и социальных 
систем [21]. 

В [24] предлагается оригинальный подход для 
моделирования сложных систем, допускающих 
группы симметрии. В результате применения ме­
тода к экспериментальным данным могут быть 
получены регулярные параметрически идентифи­
цируемые модели, имеющие адекватное исходно­
му процессу поведение. При этом качественное 
исследование поведения системы в локальной об­
ласти сводится к системе, редуцированной на цен­
тральное многообразие. 

3. Примеры 
В качестве при рассматривается идентифика­

ция временных рядов цен на металл и трафика в 
абонентов сотовой связи. Оценка параметров осу­
ществляется фильтром Калмана. Для локальной 
аппроксимации использовалась система вида: 
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ские модели в виде системы ОДУ 1-го порядка (2). 
Так как на предыдущих этапах осуществлялась 
реконструкция фазовой траектории, то все хi из­
вестны; следовательно, можно определить произ­
водные от них (с оговорками, касающимися про­
цедуры численного дифференцирования). 

Если в качестве способа задания вектора со­
стояния в фазовом пространстве используется ме­
тод последовательного дифференцирования, то 
математическую модель можно восстановить в 
более простом виде 



Рис. 2. Десятидневные дневные прогнозы 
котировок цинка 

После удаления недельной составляющей 
(рис. 4) из исходного ряда с помощью численного 
дифференцирования были получены его первая и 
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Рис. 3. Спектр для временного ряда трафика 
абонентов сотовой связи 

3.1. Котировки цен на металл 
Исследуются ряд котировок цинка на Лон­

донской сырьевой бирже, содержащий 200 отсче­
тов. Показатель Херста для данного ряда равен 
0,92, что свидетельствует о наличии детерминиро­
ванной составляющей. Фазовый портрет (рис. 1) 
демонстрирует определенную цикличность в по­
ведении ряда в ограниченной области фазового 
пространства. 

В результате оценивания параметров системы 
(3) с помощью фильтра Калмана точность аппрок­
симации составила 98,5 %. Точность прогноза 
(рис. 2) на 10 дней в среднем составила 94,8 %. 

3.2. Трафик абонентов сотовой связи 
Особенностью исходных данных по трафику або­
нентов сотовой связи является наличие в них не­
дельных колебаний с достаточно большой ампли­
тудой колебаний. Главные пики на графике спек-



вторая производные (координаты х2 и х3 вектора 

состояния) и построен фазовый портрет наблю­
даемой системы (рис. 5). 

Рис. 4. Исходный и очищенный от периодических 
составляющих временной ряд трафика 

абонентов сотовой связи 

Для упрощенной модели точность аппрокси­
мации составила 99,7 %, а точность прогноза 
(рис. 6 ) - 8 3 , 1 % . 

Выводы 
Показана эффективность применения нели­

нейных моделей для решения задачи идентифика­
ции временных систем описывающих поведение 
временных рядов котировок цинка и трафика або­
нентов сотовой связи. Для идентификации пара­
метров моделей использовался фильтр Калмана. 
Средняя точность десятидневных прогнозов по 
полученным моделям составила 94,8 % для коти­
ровок цинка, 87,1 % для трафика. 
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