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ОБ ИССЛЕДОВАНИИ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИФРОВЫХ МСАР  

С ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ И ТРАНСЦЕНДЕНТНЫМИ ЗВЕНЬЯМИ 

 
Г.В. Зырянов 

 
Рассматривается унифицированный частотный метод иссле-

дования устойчивости линейных систем управления с многосвяз-

ной структурой, содержащей (кроме обычных звеньев) дискрет-

ные, иррациональные и звенья с запаздыванием.  
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Современные системы управления сложными техническими объектами 

являются: а) дискретными с несколькими частотами дискретизации  

fi =1/Ti.; б) многосвязными; в) содержат звенья запаздывания и, возможно, 

иррациональные звенья. Учет этих факторов настолько усложняет анализ 

динамических свойств таких систем, что даже для исследования устойчи-

вости приходится применять метод компьютерного моделирования.  

Рассмотрим дискретную, в частности, микропроцессорную (МП) мно-

госвязную МП МСАР, у которой частоты fi  для устройств дискретного 

действия (УДДi) не совпадают, но являются кратными (с коэффициентами 

кратности ni) некоторой частоте f0, а их отношения  fi/fj = Tj/Ti = ni/nj явля-

ются рациональными числами. При этом периоды  дискретизации Ti  будут 

в ni раз меньше «главного» периода T0=1/f0: Ti = T0/ni.  

Для теоретического исследования таких  дискретных САР в [1] приме-

няют замену «идеального ключа» Ki в «эквивалентной схеме замещения» 

УДДi  на ni параллельных ветвей. При этом каждая ветвь  содержит три по-

следовательно соединенных  структурных  блока: а) звено упреждения на 

время ir= (r – 1)T0/ni, r = 1, …, ni; б) идеальный ключ K0 с периодом дис-

кретизации  Т0; в) звено  запаздывания (задержки) на  время ir. 

Получаемая после такой замены «эквивалентная» структурная схема 

многократной дискретной САР формально является одночастотной. Для 

описания и изучения ее свойств в [1] применяют модифицированное Z-

преобразование. При этом теоретическое исследование существенно ус-

ложняется, если МП САР многомерная и многосвязная. Трудности полу-

чения характеристического полинома дискретной МСАР, а также наличие 

в ее составе звеньев запаздывания и звеньев с иррациональными переда-

точными функциями ограничивают применение  алгебраических методов. 

Подобных ограничений нет у методов частотной области, но они в их 

традиционном «одномерном» виде оказываются малопригодными для тео-

ретического исследования устойчивости многочастотных МП МСАР. 

Более конструктивным является рассматриваемый ниже подход, осно-

ванный на получении многомерной «эквивалентной одночастотной» рас-
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четной схемы для многочастотной МП МСАР с последующим применени-

ем обобщенного критерия Найквиста. Метод ориентирован на применение 

программных пакетов типа MathСad и не требует определения модифици-

рованных Z-изображений  и  трудоемких аналитических преобразований. 

Рассмотрим автономную (без внешних воздействий) многочастотную 

МП САР, состоящую из Nн одномерных линейных непрерывных звеньев 

{ЛДЗi} и Nд  устройств дискретного действия {УДДi}, в число которых, 

кроме микропроцессорных вычислительных устройств {МП ВУi} могут 

входить и импульсные элементы {ИЭi} с АИМ I-го рода.  Без потери общ-

ности получаемых результатов, будем считать, что каждое отдельное МП 

ВУi в своем составе содержит средства сопряжения с аналоговой частью 

(АЦП и ЦАП) и используется для реализации только одного алгоритма 

управления АУi с периодом повторения Тi.  

В общем случае все устройства МП МСАР (при условии согласования 

форм представления сигналов) могут произвольным образом взаимодейст-

вовать между собой. Но если выходы некоторых УДД непосредственно 

поступают на входы других УДД, то, без ущерба для результата исследо-

вания, их можно «разделить» дополнительными фиктивными непрерыв-

ными звеньями с передаточной функцией Wф(p)=1. Для удобства исследо-

вания устойчивости такую «расширенную» за счет согласующих непре-

рывных звеньев МП МСАР представим как объединение непрерывной и 

дискретной многомерных подсистем (рис.1). При этом внешние воздейст-

вия f(t), не влияющие на устойчивость, предполагаются  нулевыми. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1. Многомерное представление многочастотной МП САР 

 

Здесь непрерывная подсистема (Н) состоит из Nн (с учетом фиктивных 

непрерывных звеньев!) связанных между собой {ЛДЗi}, а структура их ли-

нейных взаимосвязей (зависимость входов звеньев {ui(t)} от выходов 

{yi(t)}) задана числовой матрицей Rнн. 

Тогда дискретная подсистема (Д) будет состоять из Nд не связанных 

между собой {УДДi}, и поэтому матрица их взаимосвязей  Rдд= 0. Взаимо-

действие подсистем  Н и Д описывается числовыми матрицами Rнд и Rдн. 

Предположим также, что передаточные функции Wi(p) для ЛДЗi не 

имеют целых частей (порядки полиномов их числителей не выше порядков 

знаменателей), но могут содержать множители вида e
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Традиционная одномерная схема замещения для УДДi, отражающая его 

особенности по преобразованию сигналов, показана на рис. 2.  

 

 

 
 

Рис. 2. Одномерная  схема замещения для УДДi 

 

Здесь Wi*(p) = )( ipT
i eW  – передаточная функция линейного дискретного 

динамического звена ЛДДЗi, которое преобразует дискретный сигнал 

Xi(kTi) в другой дискретный сигнал Ui(kTi), а Fi(p) – передаточная функция 

формирователя. Если УДДi  – амплитудно-импульсный элемент ИЭi, то для 

него Wi*(p)=Киi, а Fi(p) – изображение Лапласа функции формы импульса 

Fi(t). В том случае, когда УДДi представляет собой МП ВУi, то для него 

Fi(p)=(1–e
–pTi

)/p – передаточная функция фиксатора.  

Для исследования устойчивости многочастотных МП САР более удоб-

ной является многомерная эквивалентная схема замещения для УДДi, при-

веденная к основному периоду дискретности T0 (рис. 3) [3]. 

 

 

 
 

Рис. 3. Многомерная схема замещения для УДДi 

 

Здесь K0 – многомерный «идеальный» ключ с шагом дискретизации T0; 

S1i(p) и S2i(p) – передаточные матрицы (столбец и строка, соответственно), 

формируемые по следующим формулам: 

S1i(p)=colon( irp
e


);  S2i(p)= )(1 pT

i S ,                    (1) 

где i =1, …, Nд; ir= (r –1)T0/ni, r = 1, …, ni.                           

Учитывая (1) и многомерное представление каждого УДДi (рис.3), изо-

бразим эквивалентную схему автономной (т.е. без внешних воздействий) 

многочастотной МП МСАР  в специальном «векторно-матричном одно-

частотном»  виде (рис. 4). 

Здесь G(p) = diag{Wi(p)} и F(p) = diag{Fi(p)};  S
+
(p) = diag{S1i(p)} и  

S
–
(p)=diag{S2i(p)} – блочно-диагональные матрицы, блоки которых опре-

деляются по формулам (1); K* – идеальный N-мерный ключ, осуществ-

ляющий синхронную дискретизацию по времени с периодом T0 всех  

N = ni координат вектора V(t); W*(p)=diag{Wi*(p)}. 

Выделим на схеме рис. 4 приведенную непрерывную часть (ПНЧ) с 

входом V(kT0), выходом V(t) и с передаточной матрицей Wпнч(p):  

Wпнч(p) = S
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где W(p)=[G
–1

(p) – Rнн]
–1

 – передаточная матрица непрерывной подсисте-

мы Н. Совместно с ключом K* на ее выходе, эта ПНЧ образует многомер-

ное дискретное звено МДЗ ПНЧ с передаточной матрицей Wэ*(p), которая 

связана с Wпнч(p) формулой [1]: 

Wэ*(p)= )2( 1
0

1
0 




  rTjpT пнчW .                           (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Эквивалентное представление многочастотной МП МСАР 

 

Структурная схема (рис. 4), формально соответствует некоторой замк-

нутой дискретной многомерной системе с передаточной матрицей  разомк-

нутого контура Wэ*(p). Поэтому для исследования ее устойчивости, а зна-

чит и устойчивости исходной многочастотной МП МСАР, можно при-

менить обобщенный критерий Найквиста [2, 3]: для устойчивости много-

частотной МП МСАР, необходимо и достаточно, чтобы годограф функции 

H*(j)=det [E –Wэ*(j)] при изменении  от 0 до /T0 охватывал начало 

координат в положительном направлении m/2 раз, где m – число «неустой-

чивых» полюсов матрицы Wэ*(p). При этом из (2) и (3) следует, что m сов-

падает с числом «правых» полюсов матрицы W(p) = [G
–1

(p) – Rнн]
–1

.  

Отметим некоторые особенности применения рассмотренного критерия 

устойчивости: 

1. При расчете точек годографа H*(j)  значения  Wэ*(j) следует вы-

числять по выражению (3) при p=j и значениях r[–10, 10]. 

2. При наличии  нулевых полюсов у определителя передаточной мат-

рицы непрерывной подсистемы |W(p)|, годограф H*(j) дополняется дугой 

бесконечного радиуса с угловым размером  = +/2. 

3. Если Rнн= 0, то A(p) = Ai(p), где Ai(p) – знаменатель Wi(p). Тогда m и 

 определяются по корням уравнений Ai(p) = 0, i = 1, 2, …, Nн. 

4. Для исследования устойчивости одночастотной МП МСАР, доста-

точно в формуле (2) полагать, что S
+
(p) = S

–
(p) = E. 

5. При исследовании устойчивости непрерывной системы Н со сложной 

структурой следует полагать  H*(j) = H(j) = det [E – G(j) Rнн].   

6. Все исходные данные, необходимые для записи матричных формул 

метода на входном языке пакета MathCad и построения годографов H*(j) 
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и  H(j) берутся непосредственно с детализированной (до уровня одно-

мерных звеньев) структурной схемы МСАР без каких-либо сложных под-

готовительных действий и преобразований. 
7. Звенья с запаздыванием и иррациональные звенья, а также физически 

неосуществимые динамические звенья в составе непрерывной подсистемы 
Н можно (и целесообразно с точки зрения уменьшения размерностей обра-
щаемых матриц) эквивалентно учитывать в элементах матрицы структур-
ных связей Rнн своими «необычными» передаточными функциями. Тогда 
часть элементов этой матрицы будут не числами, а функциями комплекс-
ной переменной p.     

Для подтверждения достоверности предлагаемого подхода к исследо-
ванию устойчивости линейных дискретных (цифровых и импульсных) 
многосвязных систем автоматического регулирования со сложной структу-
рой взаимодействия разнотипных (в том числе и трансцендентных) звеньев 
в ее составе проводилось исследование ряда различных по сложности при-
меров систем управления. При этом производилось сравнение результатов 
компьютерного моделирования (во временной области) этих МП МСАР в 
программном пакете Vissim с результатами исследования устойчивости 
путем применения рассмотренного выше обобщенного критерия Найкви-
ста. Необходимые для этого критерия частотные годографы функции 

H*(j) = det [E–Wэ*(j)] рассчитывались в программном пакете MathСad 
по приведенным выше формулам. Совпадение результатов исследования 
устойчивых, неустойчивых, а также систем, находящихся на колебательной 
границе устойчивости подтверждает достоверность и высокую точность 
рассмотренного метода. При этом признаком нахождения МСАР на границе 
устойчивости является прохождение обобщенного годографа Найквиста че-
рез начало координат. Это создает возможность удобного и быстрого (по 
сравнению с методом моделирования) определения граничных значений 
любых параметров сложной МСАР при построии областей устойчивости.    
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