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Физическая задача оценки максимально возможных величин 

вариаций центра давления при заданном ограничении величин 

вариаций поверхности гиперзвуковых летательных аппаратов 

(ГЛА), имеющих форму тела вращения, путем линеаризации све-

дена к математической задаче определения нормы линейного 

оператора-функционала. Получено интегральное выражение ли-

нейного функционала, определяющего изменение положения 

центра давления для заданного изменения формы тела. Получено 

интегральное выражение нормы указанного оператора-

функционала для заданной ограничительной функции вариаций 

поверхности. Изложенная методика пригодна для оценки мас-

штаба возможных величин изменений положения центра давле-

ния ГЛА при малых вариациях поверхности.   

Ключевые слова: гиперзвуковой летательный аппарат, тело 

вращения, малые углы атаки, слабые вариации поверхности, 
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1. Введение. Определение положения центра давления осесимметрич-
ных летательных аппаратов (ЛА) при их движении со сверхзвуковыми 

скоростями является одной из стандартных задач аэродинамики [1, 2, 3]. 

Расчет коэффициента центра давления тела заданной геометрии для задан-

ных условий обтекания может быть выполнен с достаточно высокой точ-

ностью с использованием известных методов и комплексов программ [1, 

2]. Будем называть подобный процесс на основе численного решений не-

вязких уравнений Эйлера или осредненных уравнений Навье-Стокса ре-

шением прямой задачи аэродинамики.  

Однако в ряде случаев может возникнуть необходимость решения в не-

котором смысле обратной задачи. Например, при некоторых ограничениях 

на допустимое изменение исходной формы ЛА или при оценке максималь-

но возможных вариаций положения центра давления в условиях дефицита 

информации о возможном изменении формы ЛА в процессе абляции тепло-

защиты. На практике такие «обратные» задачи можно решить, как правило, 

путем многократного итерационного решения прямой задачи, с помощью 

проведения многофакторного параметрического анализа. Такой способ, 

очевидно, не является оптимальным в смысле трудоемкости и не гарантиру-

ет получение точного в математическом смысле решения. До настоящего 

времени авторам не встречались работы, в которых были бы сделаны по-
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пытки прямого, математически строгого, решения подобной «обратной» за-

дачи применительно к оценке изменения положения центра давления, сов-

падающего для тел вращения с положением фокуса 
f

x  по углу атаки. 

Сложность аналитической оценки коэффициента центра давления обу-

словлена наряду c другими обстоятельствами еще и тем, что при малых уг-

лах атаки он представим как частное производных по углу атаки коэффи-

циентов момента тангажа и нормальной силы (
α

y

α

zf /cmx  ), каждый из 

которых определяется сложным интегральным выражением и также завит 

от изменения формы тела. 

В настоящей работе описана постановка и приведено «математически 

строгое» решение такой обратной задачи – задачи оценки максимально 

возможных вариаций коэффициента центра давления при заданных огра-

ничениях на величины изменения геометрии (формы) затупленных тел 

вращения при их гиперзвуковом обтекании под малыми углами атаки. По-

становка и решение указанной задачи основаны на использовании ДГЛ–

метода решения задач гиперзвуковой аэродинамики [4]. Суть этого метода 

заключается в дифференциальной форме представления обобщенной гипо-

тезы локальности, применительно к расчету давления на поверхности тела, 

с использованием результатов точных численных расчетов и их аппрокси-

мации полиномом Тейлора. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим сверхзвуковое обтекание затуплен-

ного тела вращения с малыми вариациями поверхности под малым углом 

атаки. Уравнение, описывающее поверхность тела в цилиндрической сис-

теме координат (СК) ( ,, rx ), продольная ось Ox  направлена от носка к 

торцу, запишем в виде: 

 }20;0{;)()(),(   Lxxyxyxr r ,  (1) 

где )(xy  – уравнение образующей исходного контура тела; L  – полная 

длина тела; 
r

 – параметр малости; )(xy  – слабая вариация образующей. 

Совместно с цилиндрической будем использовать декартову СК с общим 

началом, расположенным в передней точке тела, и продольной осью Ox : 

(  sin,cos  rzry ). 

При 0  вектор скорости набегающего потока V


 определен компо-

нентами 0,0,0  zyx VVV . При 0  плоскость угла атаки совпадает 

с плоскостью Oxy , компонента 0yV , а угол 0  соответствует под-

ветренному меридиану. 

Исходный контур тела предполагается гладким: функция )(xy  – дваж-

ды кусочно-непрерывно дифференцируемой с производной 0)(  xy ; 

0)0( y ; мRLy )( , где мR  – радиус миделевого сечения. Слабость ва-
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риации )(xy  предполагает малость не только ее самой, но и производной 

)(xy , за исключением, возможно, особой передней критической точки, в 

которой  )0(y .  

С помощью произвольно выбранной кусочно-непрерывной ограничи-

тельно-нормирующей функции ] (0,,)(y1)(0 2 Lxxx
n

   с носите-

лем ],0( L на множестве вариаций )(xy , равных нулю при x , оп-

ределим норму: 

 )(/)(sup)( xxyxy
x






   (2) 

Множество вариаций )(xy  с нормой (2) образуют линейное нормиро-

ванное пространство  , в котором условие 1)( 


 xy  тождественно ог-

раничению величины вариации неравенством: 

 )()( xxy   . (3) 

Произвол выбора )(x  и ее носителя   можно, наряду с другими воз-

можностями, использовать, например, в следующих целях: 

а) при 1)(1 x  – равномерно ограничиваются величины радиальных 

вариаций поверхности (в цилиндрической СК); 

б) при )(1)( 2

2 xyx   – реализуется равномерное ограничение 

величин вариаций по нормали к поверхности; 

в) при )()(3 xyx   – равномерно ограничивается величина вариаций 

поверхности в продольном направлении по оси Ox. 

В общем случае выбор ограничительно-нормирующей функции )(x  

целесообразно проводить с учетом конкретных особенностей рассматри-

ваемой задачи, с учетом наличия или отсутствия априорной информации о 

возможных или допустимых вариациях поверхности ЛА. На промежутках 

или в точках x , где 0)( x , поверхность тела не варьируется.  

Предполагается наличие инструмента (метода и программы расчета, 

например, в рамках невязких уравнений Эйлера для моделей совершенного 

газа или равновесно диссоциированного воздуха) для численного решения 

прямой задачи аэродинамики в указанном выше смысле. С помощью пря-

мого расчета обтекания тела с исходной образующей )(xy  под малым уг-

лом атаки   могут (должны) быть получены исходные значения всех его 

стационарных аэродинамических коэффициентов, в том числе – производ-

ной коэффициента нормальной силы по углу атаки 

0yc , производной ко-

эффициента момента тангажа 

0zm  и коэффициента центра давления 

L/xc/mx fyzf 0000
 

. 



Наука ЮУрГУ: материалы 66-й научной конференции 

Секции технических наук 

1722 

Физическую суть рассматриваемой задачи можно сформулировать так: 

на множестве вариаций образующей )(xy , удовлетворяющих огра-

ничению (3), требуется получить оценку максимально возможного изме-

нения положения центра давления –  приращения 
0fff xxx  , где fx  – 

координата центра давления тела с образующей [ )()( xyxy  ].  

Простота физического смысла рассматриваемой задачи не соответству-

ет сложностям ее строгой математической формулировки. Заметим, что 

при сделанных предположениях без дополнительного ограничения типа (3) 

величины )(xy  задача отыскания конкретной вариации  )(xy , реа-

лизующей fxmax , является математически некорректной. Во избежание 

нерационального усложнения постановки задачи, при сохранении ее физи-

ческой сути, математической строгости и корректности в смысле существо-

вания решения, используем метод линеаризации по малому параметру r .  

Выделив в приращениях )]([ xyc ry   , )]([ xym rz    и соответст-

венно в приращении )]([ xδyx rf    главные линейные части по r , пер-

вые вариации  yc , 
 zm , fx , можно трактовать величину fx  в качест-

ве линейного оператора-функционала на линейном пространстве   функ-

ций )(xy  с нормой (2). 

При этом физическую задачу оценки максимально возможного измене-

ния коэффициента центра давления на множестве вариаций образующей 

 , удовлетворяющих ограничению (3), можно отождествить с математи-
ческой задачей нахождения нормы указанного оператора-функционала: 

 




 




)(
sup

)( xy

x
x

f

xy

def

f


 . (4) 

Именно такая общая постановка задачи использована в настоящей ра-

боте. Далее изложена техническая часть решения этой задачи. 

3. Решение задачи. Решение рассматриваемой задачи проведено в 

предположении существования, возможно даже – потенциального, инст-

румента (программы, метода, методики…) для решения прямой задачи аэ-

родинамики. В ряде случаев в качестве такого инструмента в первом при-

ближении удобно использовать теорию Ньютона, метод местных сфер или 

другие приближенные методы. 

На первом этапе решения задачи с использованием выбранного инст-

румента производится расчет обтекания тела с исходной образующей )(xy  

при нулевом ( 0 ) и малом (
1 ) углах атаки при заданных парамет-

рах набегающего потока (  pV ,, ).  



Наука ЮУрГУ: материалы 66-й научной конференции 

Секции технических наук 

1723 

На основе этих расчетов, в части интегральных стационарных аэроди-

намических характеристик и распределения давления по поверхности ЛА, 

могут (должны) быть получены: 

0yc  – производная коэффициента нор-

мальной силы по углу атаки; 

0zm  – производная коэффициента момента 

тангажа по углу атаки; 
0fx  – коэффициент центра давления тела исходной 

геометрии при малых углах атаки; )(),(),(0 xxx ttt   – коэффициенты–

функции формулы Тейлора, определяющей величины коэффициента дав-

ления на поверхности тела при малых вариациях и самой поверхности и 

угла атаки. 

Указанная формула Тейлора второго порядка имеет вид [4]: 

  2
0 Δ)(

2

1
Δ)()(),( txtxxtx ttt   , (5) 

где Lx 0  – продольная координата точки поверхности; )tan( мt   – 

тангенс местного угла атаки в точке; 2/)(2),(   Vpptx   – коэф-

фициент давления в рассматриваемой точке; )(0 x  – коэффициент давле-

ния по длине исходного тела для нулевого угла атаки  ; )(),( xx ttt   – 

производные функции давления по t , вычисленные с использованием ве-
личин давления на наветренной и подветренной образующих исходного 

тела при малом угле атаки; )(),(Δ 0 xtxtt    – приращение тангенса ме-

стного угла атаки ( )()(0 xyxt  ). 

Величины коэффициентов 
zy mc ,  тел вращения в общем случае опре-

деляются интегральными выражениями [4]: 

 dxdxrx
S

c

L

м

y 



cos)(),(
1

0

2

0

   , (6) 

 dxdxpxrxrxx
LS

m

L

z 



cos)]()()([),(
1 2

0

2

0




   , (7) 

где ),(  x  – коэффициент давления на поверхности тела; )()( xyxr  ; 

)()()( xyxrxp x
 ; 

2
мRS    – площадь миделевого сечения тела, L  – 

длина тела, характерная длина. 

В рамках ДГЛ-метода функция ),(  x  для тел вращения является 

сложной функцией пяти аргументов: 

),,,,()),,,,(,()),(,(),(  prxprxtxxtxx  .  (8) 
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Правила вычисления частных производных до третьего порядка вклю-

чительно по всем аргументам сложной функции ),,,,(  prx  и их связь 

с функциями )(),(),(0 xxx ttt   описаны в [4].  

Будем использовать далее технологию метода ДГЛ. Заменяя в инте-

гральных выражениях (6), (7) функцию давления общего вида ),(  x на 

функцию ),,,,(  prx , и вычисляя их производные по углу атаки   в 

точке 00  , получаем интегральные выражения производных 
zy mc ,  

для исходной геометрии тела: 

dxdxrxpx
S

c

L

ty 



 22

0

2

0

cos)())(1()(
1

   , (9) 

dxdxpxrxxrxpx
LS

m

L

tz 



 22

0

2

0

cos))()(()())(1()(
1




   . (10) 

Опуская явное указание аргумента x , )(xtt   , )(xpp  , )(xrr  , 

и, интегрируя (9) и (10) по  , с учетом равенства 
2
мRS   , получаем 

компактные выражения: 

dxprxrpI
LR

I
m

rdxpI
R

I
c

L

t

м

z

L

t

м

y

)()1(,

,)1(,

2

0

22

2

2

0

12

1




















 (11) 

Таким образом, координата 
fx  центра давления при обтекании под ма-

лыми углами атаки тела исходной геометрии определяется выражением: 

 
1

2

I

I
L

c

m
x

y

z
f 





. (12) 

Для тела близкой геометрии с уравнением поверхности (1) первая ва-

риация 
fx  определяется выражением: 

 
1

12

2
1

1221

I

IxI

I

IIII
x

f

f








 . (13) 

Вычислив вариации 21, II   интегралов (11) с неизменными пределами 

интегрирования числитель выражения (13) можно представить в виде: 
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   (14) 

Интегрируя по частям второе слагаемое в подынтегральном выражении 

(14) после ряда преобразований получаем выражение первой вариации 

продольной координаты центра давления (13) в виде: 

 












  )()()()(
1

01

LrLGdxxrxF
I

x

L

f  , (15) 

где:  

,)1()(2))(1()( 222 rprprxxprprxxpxG tftftt     (16) 

(17)     )].()1()21(2)3(2[       

)]1()(2[       

)]1()1()21()([       

)()1()(

22

22

222

2

fft

ftx

ftt

fttx

xxppprprxxyr

prpprxxpr

yrppryrpprxxp

prxxrpxF

















 

В выражениях (15), (16), (17): )(),( xx ttt   – коэффициенты-функции 

формулы Тейлора (5); )(),( xx ttxtx   – их производные по аргументу x . 

Выражение (15) представляет собой искомый линейный оператор-

функционал, отображающий элементы линейного нормированного про-

странства Δ)( xy  на числовую прямую. 

Норма линейного оператора-функционала (15) для заданной ограничи-

тельно-нормирующей функции )(x определяется выражением: 
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С точки зрения практического использования полученного результата 

отметим его эквивалентность утверждению, что малая вариация поверхно-

сти вида: 
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со сглаженными точками разрыва первого рода, для соблюдения требова-

ния ее слабости при изменении знака )(xy , обеспечивает близкое макси-

мально возможному, предельному при ограничении (3), приращение про-

дольной координаты центра давления 
fx  положительного знака. 

Выражения (15)–(18) полностью определяют математически точное 

решение поставленной задачи. 

4. Замечания. Принимая во внимание условный математический смысл 

самого понятия центра давления, из двух альтернативных возможностей: 

оценка вариаций безразмерной величины коэффициента центра давления 

или его размерной продольной координаты, авторы предпочли вторую не 

только по соображениям большей наглядности, но и во избежание неопре-

деленностей и нюансов, связанных с изменением длины тела при вариаци-

ях его поверхности в районе критической точки. Также авторы исключили 

рассмотрение и вопроса оценки возможного влияния на положение центра 

давления продольной вариации L  кормового среза, длины тела. 

Верификация полученного общего решения может (должна) быть осно-

вана на конкретных оценках для ЛА различной формы. Предполагается 

численное приближенное вычисление интегралов (15), (18). Однако для 

тел простой формы (конус, сфера, эллипсоид) с использованием теории 

Ньютона или метода местных сфер В.В. Лунева [5] возможно получение и 

аналитических результатов.    

Возможны различные пути верификации: тестовый и перекрестный. 

При тестовой верификации с использованием разработанной методики ре-

шается специально выбранная задача с заранее известным «ответом». Под 

перекрестной верификацией мы подразумеваем прямую проверку кон-

кретной оценки, полученной на основе использования одного инструмента 

(метода, программного комплекса) с помощью другого инструмента путем 

решения прямой задачи аэродинамики или проведения эксперимента. Из-

ложение имеющихся результатов верификации изложенной методики вы-

ходит за рамки настоящей работы. 

Относительно вопроса точности полученного решения отметим сле-

дующее. Не учет влияния сил трения и сил давления в донной области, с 

учетом определяющего влияния сил давления на притуплении и боковой 

поверхности на положение центра давления для ГЛА типичных форм, мо-

жет привести лишь к незначительным погрешностям.  Однако влияние из-

менения формы притупления на распределение давления на боковой по-

верхности, например, затупленных конусов относительно большого удли-

нения, то есть эффекта интерференции, может привести к существенно 

большему изменению положения центра давления, чем непосредственное 

малое влияние изменения формы притупления [1].   
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Таким образом, полученное в настоящей работе решение, методика по-

лучения оценок положения центра давления, априори имеют высокую точ-

ность только для относительно коротких сильно затупленных ЛА, или бо-

лее удлиненных с неизменной формой притупления. В других случаях из-

ложенная методика пригодна для оценки масштаба возможных величин 

изменения положения центра давления.   
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