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ОЦЕНКА ДИНАМИКИ ВАФЕЛЬНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ  

ОБОЛОЧКИ ПРИ ПОПЕРЕЧНОМ УДАРНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

 

Е.С. Онучин, Ю.М. Хищенко 

 
Решены задачи линейной динамики элементов вафельной ци-

линдрической оболочки, проведен качественный анализ результа-

тов, сделаны выводы о необходимости использования нелинейной 

теории для получения корректного поведения конструкции, прове-

ден качественный анализ уравнений нелинейной динамики стержня 

и оболочки. 

Ключевые слова: поперечный удар, динамическая устойчивость, 

тонкостенная подкрепленная конструкция, параметрический резо-

нанс. 

 

В качестве объекта исследования выберем цилиндрическую вафельную 

оболочку, имеющую следующую геометрию вафельной клетки (рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Геометрия вафельной клетки 
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Для исследования динамики цилиндрической вафельной оболочки, с це-

лью получения аналитического решения, удобного для анализа, разобьем 

конструкцию на составляющие её элементы: стержни силового набора и по-

лотно вафельной клетки. 

Для исследования ударного взаимодействия воспользуемся соотношения-

ми контактной теории Герца, аппроксимируя ударный импульс во времени 

полуволной синуса: 
 

                                                   0 sin .
t

p p



                   (1) 

 

где 0p  – амплитуда контактного давления,   – время действия ударной на-

грузки. 

Рассмотрим линейную задачу динамического поведения сжатой пластины 

при ударном воздействии.  

Дифференциальное уравнение движения прямоугольной пластины посто-

янной толщины, нагруженной силами в ее плоскости и импульсной попереч-

ной нагрузкой по части ее поверхности, имеет вид [2]:  

 

 

  (2) 

 

где    w x, y, t – прогибы пластинки; D  – цилиндрическая жесткость; h  – 

толщина; xN , yN
 
– погонные силы, действующие в плоскости пластинки; 

   p x, y, t
 
– поперечное давление. 

Пластина нагружается равномерно распределенной по поверхности пря-

моугольника со сторонами u и v поперечной нагрузкой, координаты центра 

которого   и  . Сама пластина имеет размеры a и b вдоль осей x и y соответ-

ственно. Пластина также нагружается силами xN и yN , действующими в ее 

плоскости (рис. 2). В качестве граничных условий примем шарнирное опира-

ние. 

Решение дифференциального уравнения движения пластины будем искать 

в виде разложения по собственным формам колебаний [2]:  
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Рис. 2. Расчетная схема пластины, нагруженной силами  

в ее плоскости и поперечной нагрузкой 

 

Выражение для коэффициентов mnw  примет вид [2]: 
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где коэффициенты mnp  и mn  определяются по формулам: 
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Исследуем зависимость динамических прогибов шарнирно опертой пла-
стины, соответствующей полотну вафельной клетки рассматриваемой обо-
лочки. Используя подход, изложенный в [2], получим следующие результаты: 

 

 

 
Рис. 3. Зависимость максимального динамического прогиба  

от сжимающего усилия при скорости ударника V=10 м/с 
 

 

 

 
Рис. 4. Зависимость максимального динамического прогиба  

от сжимающего усилия при скорости ударника V=30 м/с 
 

Из сравнения полученных графиков видно, что при приближении к крити-
ческому значению сжимающей силы прогибы значительно возрастают, но 
момент большого возрастания прогибов не зависит от интенсивности ударно-
го воздействия. Теоретически при сжимающей нагрузке, равной критической, 
прогибы должны стать бесконечными, что видно из того, что коэффициент 

mn  обращается в нуль, что приведет к появлению бесконечно больших чле-

нов в ряде коэффициентов прогиба. Это
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Рассмотрим линейную задачу динамического поведения шарнирно опер-

того стержня при поперечном ударе. 

Изогнутую форму стержня представим в виде разложения по собственным 

формам колебаний: 

 

                            (7) 

 

где w  – прогиб стержня, как функция времени и координаты, ( )nX x  – n-ая 

форма собственных колебаний стержня, удовлетворяющая условиям закреп-

ления, ( )nT t – соответствующие n-ой форме колебаний искомые функции 

времени. Для сжатого шарнирно опертого стержня формы собственных коле-

баний имеют вид: 

 

                                 (8) 

 

Для решения задачи воспользуемся динамической моделью Тимошенко. 

Анализ уравнения проведем, используя метод Бубнова-Галеркина. Использо-

вание модели, учитывающей сдвиговые деформации, обосновывается тем, 

что в случае исследования динамики силового набора мы имеем дело с ко-

роткими стержнями, для которых вклад сдвига в общие перемещения стано-

вится значительным. 

Податливость стержня для случая жесткой заделки обоих концов: 
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Податливость стержня для случая шарнирного опирания концов: 
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Уравнение динамической модели Тимошенко [3] с учетом сжимающего 

усилия имеет вид:  

 

 

    (12) 

 

 

 

 

После применения процедуры Бубнова-Галеркина для первой формы ко-

лебаний получим линейное неоднородное дифференциальное уравнение от-

носительно искомой функции времени (независимо от количества учитывае-

мых форм уравнения для функций  nT t  будут независимыми): 
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приведенный выше подход позволяет оценить динамические прогибы, де-

формации и перемещения, но не дает качественного описания явлений дина-

мической потери устойчивости. Также не отмечается никакого взаимовлия-

ния поперечной ударной нагрузки на величину критического сжимающего 

усилия. Целесообразно, для понимания физической сущности подобных яв-

лений провести нелинейный анализ простого объекта – шарнирно опертой 

стойки. Уравнения, получаемые для данного объекта, более наглядны и про-

сты для исследования. 

Качественное исследование уравнений показывает, что искомое явление 

носит характер параметрического резонанса, возникающего вследствие взаи-

модействия продольных и поперечных волн деформации в стержне. Система 

уравнений динамики стержня, учитывающих поперечное ударное воздейст-

вие и действие постоянной сжимающей нагрузки, имеет следующий вид: 
 

                               (15) 

 
 

(16) 

 
 

Из качественного анализа слагаемых, входящих в уравнения можно сделать 

вывод, что поперечные колебания являются нелинейным источником продоль-

ных волн деформации (15), которые в свою очередь параметрическим образом 

влияют на поперечные колебания, так как в (16) функции продольных переме-

щений входят перед функциями поперечных перемещений в виде параметра. 
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денного в [4] дополнениями в виде учета постоянной сжимающей силы и по-

перечного распределенного воздействия, что позволяет рассмотреть задачу не-

линейной динамики сжатого стержня при поперечном ударном воздействии, 

который является моделью стрингера сжатой вафельной оболочки. 

Предполагаемый вид движения отличается от внешних резонансов тем, что 

по своей сути оно являет собой следствие взаимодействия продольных и попе-

речных волн деформации конструкции. Решение задачи параметрического воз-

буждения поперечных колебаний периодически изменяющейся нагрузкой рас-

смотрено в [6] для стержня и в [7] для гладкой цилиндрической оболочки, но 

в нашем случае имеет место возбуждение поперечных колебаний за счет про-

дольных волн деформации, в свою очередь возбуждаемых поперечным ударом.  

В случае оболочечной конструкции будет сказываться влияние и окруж-

ных волн, которые аналогично продольным волнам параметрическим образом 

возбуждают поперечные колебания. Это видно из уравнений для колебаний 

гладкой оболочки в перемещениях [7]. Подчеркнутые слагаемые в (19) опи-

сывают взаимное влияние волн деформации и их параметрическое взаимо-

влияние: 
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Из этих уравнений видно, что физически ситуация аналогична явлениям 

в стержнях.  

Резонансное движение может иметь место при определенном соотноше-

нии параметров, входящих в уравнение, но получение границ областей неус-

тойчивости связано с математическими трудностями. Для получения облас-

тей неустойчивости конструкции необходимо либо преодолеть громоздкость 

систем уравнений и перебором параметров получить примерные результаты, 

либо методами качественного анализа нелинейных уравнений получить ис-

комые области изменения параметров. 

По результатам анализа требуется установить, будет ли влияние предпо-

лагаемого явления значительным для исследуемой конструкции, и в каких 

условиях его стоит опасаться и учитывать. 
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