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УДК 517.9 

О МОДЕЛЯХ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА  

В ПРОСТРАНСТВЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ K-ФОРМ НА СФЕРЕ 
 

Д.Е. Шафранов 
 

Исследована разрешимость задачи Коши для абстрактных 

моделей соболевского типа в пространствах гладких k-форм, оп-

ределенных на сфере. С помощью теории Г.А. Свиридюка и тео-

рии гармонических полей Ходжа – Кодаиры доказана разреши-

мость для любого начального значения из фазового пространства. 

Решения представимо через аналитические разрешающие группы 

операторов в банаховых пространствах. 

Ключевые слова: модели соболевского типа; дифференциаль-

ные формы; римановы многообразия; фазовое пространство. 
 

Введение 

Модели, описываемые уравнениями соболевского типа вида 

 Lu Mu f  , (1) 

т.е. не разрешенные относительно производной по времени известны очень 

давно, еще с работ А. Пуанкаре, но систематически изучаются, начиная со 

статьи С.Л. Соболева [1]. Такими моделями в различных постановках зани-

мается Челябинская научная школа под руководством Г.А. Свиридюка [2–3]. 

В этой статье рассмотрим линейные однородные модели: 

 Lu Mu , (2) 

задаваемые с помощью линейных операторов ,L M  и с функцией 0f   

в пространстве гладких дифференциальных k-форм, определенны на сфере 

n . Для изучения разрешимости задачи Коши: 

   00u u
 (3) 

используются теория Г.А. Свиридюка об относительно ограниченных опе-

ратора [2] и теория Ходжа – Кодаиры о гармонических полях [5].  

Статья состоит из введения, 2 пунктов и библиографического списка. 

В первом пункте даны предварительные сведения из теорий Г.А. Свири-

дюка и теории гармонических полей Ходжа – Кодаиры. Во втором пункте 

приведен основной результат и пример для модели Баренблатта – Желтова – 

Кочиной. 

Предварительные сведения. Пусть U  и F  банаховы пространства и 

операторы  FUML ,, L  – линейны и ограниченны. Введем в рассмотре-

ние L -резольвентное множество       UFμL-MMρ
-L ,
1
L :C  и  

L -спектр    MM LL  \C  оператора M . Оператор-функцию   1
 ML  
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будем называть L -резольвентой оператора M , а оператор-функ-

ции     LMLMRL 1
 


 и     1

 MLLMLL 


 правой и левой  

L -резольвентой оператора M  соответственно. 

Определение 1. Оператор M называется ограниченным относительно 

оператора L (короче,  ,L -ограниченным), если  aa 


 CR . 

Оператор M называется  pL, -ограниченным, если он является  ,L -

ограниченным и полюс порядка   N 0p  L -резольвенты оператора M . 

Пусть   OML  . Уравнение (2) редуцируется к паре эквивалентных 

ему уравнений  

     MuMLuMRL 1

11


 


 , (4) 

 
    fMLMfMLL 1

11


 




, (5) 

где  ML 
1

.  

Оба уравнения будем рассматривать как конкретные интерпретации 

уравнения: 

 BvvA  , (6) 

где операторы )(, WВA L , а W  – некоторое банахово пространство.  

Решением уравнения (6) называется вектор-функция  WCv ,R  

удовлетворяющая уравнению (6). 

Определение 2. Отображение   WCV L,R  называется разре-

шающей группой уравнения (6), если: 

(i) 
tsts VVV  для любых Rts, ; 

(ii) для любого Wv 
0

 вектор-функция  
0

vVtv t  является решением 

уравнения (6). 

Теорема 1. [2]  усть оператор M   pL, -ограничен. Тогда существу-

ют аналитические разрешающие группы уравнений (4) и (5), представи-

мые интегралами Данфорда – Тейлора: 

  
Γ







deMR

i
U tLt

2

1
, (7) 

  
Γ







deML

i
F tLt

2

1
, (8) 

где контур Γ– ограничивает область, содержащую  ML . 

Группы (7), (8) имеют единицы: 

   PdMR
i

U L  
Γ





2

10 ,   
Γ

QdML
i

F L 



2

10 . (9) 
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Обозначим ядра и образы этих полугрупп ,im,ker 10 UU  PP  

,ker 0FQ  1im FQ . 

Определение 3. Множество WP  называется фазовым пространст-

вом уравнения (6), если: 

(i) любое решение  tvv   лежит в P , т.е.    TTtPtv ,,  ; 

(ii) для любого Pv 
0

 существует единственное решение 

  W-T,TCv ,  задачи Коши  
0

0 vv   для уравнения (6). 

Пусть n  является гладким компактным ориентируемым римановым 

многообразием без края. Пространства гладких дифференциальных  

k-форм, определенных на многообразии n  обозначим 

  nkHH
nkk

,...,1,0,  . В пространствах kH  определен оператор Лапласа – 

Бельтрами dd  Δ , где d  – оператор внешнего дифференцирования 

k-форм,    
**1

11
d

kn 
  – сопряженный к оператору d , а   – оператор 

Ходжа. Положим     ,ker,, Δ
Δ


kkkkkd
HHdHHdH 


 nk ,...,1,0 . 

Определим формулой: 

      *,
0 , где 

k
H , , (10) 

скалярное произведение в пространстве nkH
k

,...,1,0,  , а соответствую-

щую норму обозначим 
0

 . Пополнение пространства 
k

H  по этой норме 

обозначим 0Η
k
. Пополнение линеалов 

kkkd
HHH ,,


 по ней обозначим со-

ответственно через 000 H,H,H
kkkd 
. 

Теорема 2. [4] (теорема Ходжа – Кодаиры)  Для любого nk ,...,1,0  су-

ществует расщепление пространства 0Η
k
 в прямую ортогональную сумму: 

 0000 HHHH
Δkkkdk




, (11) 

причем пространство 0H
Δk

 конечномерно. 

Введем формулами: 

       ,,,,
001

   

        ,,,,
102

   (12) 

еще два скалярных произведения пространстве ,,...,1,0, nkH
k

  а соответ-

ствующие нормы обозначим 
1

  и 
2

  соответственно. Пополнение про-

странства 
k

H  по этим нормам обозначим 
21 Η,Η
kk
.  

Рассмотрим в 
0Η
k
 ортопроектор 


P , 

0Hker
ΔΔ k

P  . Он будет ортопроекто-

ром и в 
21 Η,Η
kk
, причем в силу конечномерности их ядра совпадут, и 

210 HHH
ΔΔΔ kkk

 . Положим   2,1,0,H 


ll

k

l

k Δ
H  (т.е. ортогональное допол-

нение к гармоническим k-формам).  
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Пространства 2,1, ii

k
Η  – банаховы (их гильбертова структура нас 

в дальнейшем не интересует), причем в силу непрерывности и плотности 

вложений 2

k

1

k

0

k
ΗΗΗ  , а также конечности ранга оператора 

Δk
P и 

nk ,,1,0  справедливо следующее. 

Следствие. [5] Для любого nk ,,1,0   существуют расщепления про-

странств: 

 
kΔ

i 1

kΔ

i

k
ΗΗΗ  , (13) 

где 2,1,  iP
k kΔ

i 1

kΔ
Η-IΗ

Δ
. 

 

Основные результаты. Пусть n  – n-мерная сфера без края.  

Лемма 1. Сфера n  является гладким компактным ориентируемым ри-

мановым многообразием без края. 

Определим пространства: 

 .
~

,
~

00

0

k

2

k
HH 




n

k

n

k

FU  (14) 

Пространства U
~

 и F
~

 вещественные векторные расслоения на многооб-

разии n . Обозначим    FCFUCU
~

,
~    векторные пространства 

гладких сечений FU
~

,
~

 соответственно.  

Пространства U  и F  разлагаются в ортогональные суммы: 

 ,kerim 10 FF  LLF  (15) 

 .kerim 10 UU   LLU   (16) 

Определение 4. Линейный дифференциальный оператор L  порядка l , 

действующий из U
~

 в F
~

, – это линейное отображение из U  в F . Опера-

тор L  называется эллиптическим, если он эллиптический локально (в ка-

ждой тривиализации). 

Лемма 2. Спектр оператора L  дискретен, конечнократен и сгущается 

только к точке  .  

Разрешимость задачи Коши: 

   00u u ,
 (17) 

для модели соболевского типа: 

 Lu Mu  (18) 

показана в следующей теореме.  

Теорема 3.  усть L  дифференциальный эллиптический и самосопря-

женный оператор порядка l , а оператор M   pL, -ограничен, тогда для 

любого 
0

0
Uu  существуют аналитические разрешающие группы разре-

шающие задачу Коши (17) для уравнения (18). 
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Приведем идею доказательства. Дифференциальный оператор L  имеет 

формально сопряженный L . Пространства LL ker,ker  конечномерны.  

Откуда и из (15), (16) следует, что L  – фредгольмов. Тогда следуя тео-

реме 1 существуют разрешающие группы уравнения (19). Фазовым про-

странством уравнения будет 
0UP .   

Пример. В качестве примера рассмотрим задачу Коши: 

 ,)0(
0

uu   (19) 

для уравнения Баренблатта – Желтова – Кочиной: 

   uu
t

  . (20) 

Операторы L  и M  удовлетворяют, в пространствах 

дифференциальных k-форм, описанных в пункте 1 в силу теоремы Атьи – 

Зингера условиям теоремы 3 [6].  
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