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УДК 519.1 

ОЦЕНКА ЧИСЛА ДОМИНИРОВАНИЯ В ГРАФАХ ДИАМЕТРА 2 
 

А.Ю. Эвнин  
 

Получена следующая оценка сверху для числа доминирова-

ния графа диаметра 2 c n вершинами: ( ) ln 1G n n   . Показано, 

существуют графы диаметра 2 со сколь угодно большим числом 

вершин n, для которых ( )G n  . Приведены также недавние ре-

зультаты, связанные с числом тотального доминирования в гра-
фах диаметра 2. 

Ключевые слова: число доминирования графа, диаметр графа, 
число тотального доминирования, вероятностный метод. 

 

Подмножество 'V V вершин графа ,G V E  называется доминирую-

щим, если каждая вершина из '\V V  смежна с некоторой вершиной из 'V . 
Наименьшую мощность доминирующего множества графа называют чис-

лом доминирования графа и обозначают ( )G . В статье используются тер-

минология и обозначения из [1], в частности, через ( )  обозначается сте-

пень вершины  , а через ( )Г   – множество вершин, смежных с  . 

Известно [2], что задача нахождения числа доминирования является 
NP-полной, даже если граф является планарным и степени его вершин не 
больше 3. Поэтому представляют интерес оценки сверху числа доминиро-
вания для различных видов графов. 

Теорема 1.  усть граф G  с n вершинами имеет диаметр 2. Тогда: 

( ) ln 1G n n   . 

Доказательство. Так как диаметр графа равен 2, доминирующим мно-

жеством будет ( )Г   – множество вершин, смежных с  , где   –

произвольная вершина графа. Поэтому: 

( ) min ( )
V

G


  


 . 

При ( ) 1G   доказываемое утверждение очевидно. Считая, что ( ) 2G  , 

положим ( ) 1m G  . Тогда для любой вершины  выполняется неравенст-

во ( ) m   .  

В силу того, что никакое множество из m  вершин не является домини-
рующим, для любых m  вершин графа G  найдётся вершина, не смежная 

с этими вершинами. Поскольку всего существует m
nC  множеств из m  вершин, 

найдётся такая вершина u  в графе G , для которой существует не менее /m
nC n  

неупорядоченных наборов из m вершин, ни с одной из которых эта вершина 

не смежна. Действительно, обозначив через ik  числоm -элементных множеств 

вершин, не пересекающихся с ( )iГ  , получим 
1

n
m

i n
i

k C


 , откудаmax /m
i nk C n . 
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С другой стороны, так как ( ) ( ) 1u G m    , для данной вершины u

найдётся 1 ( ) 2n u n m      вершин, не смежных с ней. Из указанных 

вершин можно составить не более 2
m
n mC    наборов из m  вершин.   

Таким образом, выполняется неравенство 2 /m m
nn mC C n   , или 

2 / 1/m m
nn mC C n   . Последнее неравенство запишем в виде: 

.

( 2)( 3) ( 2 1)

( 1) ( 1)

2 2 2 1
1 1 1

1 1

n m n m n m

n n n m

m m m

n n n m n

    
    

    

     


  


  

   
  

 

В полученном произведении первый множитель больше всех после-

дующих и поэтому больше среднего геометрического всех m  множителей, 

которое, в свою очередь, не меньше чем 1/ m n . Получено неравенство: 

2 1
1

m

m

n n


  . 

Прологарифмируем его: 
2 ln

ln 1
m n

n m

 
 
 


   . Применив (справедливое для

0 1x  ) неравенство ln(1 )x x    получим теперь 
2 lnm n

n m


   , или 

2 2 lnm m n n  , откуда 1 ln 1m n n   . Таким образом, 

( ) 1 ln 1G m n n     , 

что и требовалось доказать. 

Замечание. Чуть менее точная оценка ( ) 1 lnG n n    была найдена 

нами ранее и опубликована в [3] (задача 316).  

Покажем теперь, что для сколь угодно большого n существует граф 

диаметра 2 с n вершинами, для которого число доминирования равно n .  

Положим 2n t , где 1t  , и рассмотрим рёберный граф ,' ( )t tG L K

полного двудольного графа ,t tG K  с долями 
1 1 2

{ , , , }tV u u u   и 

2 1 2{ , , , }tV v v v  . 

Для любых двух несмежных рёбер k ju v и k lu v  графа G найдётся ребро, 

смежное им обоим (даже два таких ребра – 
i lu v  и k ju v ). Поэтому диаметр 

графа G’ равен 2. 

Возьмём произвольное совершенное паросочетание M в ,t tK . Любое 

ребро 
liu v  из G, не входящее в M, смежно с двумя рёбрами из M, покры-

вающими соответственно вершины 
iu  и jv . Значит, вершины, соответст-

вующие рёбрам из M, образуют в графе G' доминирующее множество 

мощности n . 
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С другой стороны, если взять в G' менее чем t вершин, образующих не-

которое множество A, то соответствующие им рёбра в G не покроют ка-

кую-то вершину 
1iu V  и какую-то вершину 2jv V . Но тогда вершина в G', 

отвечающая ребру i ju v , не будет смежна ни с одной вершиной из A. По-

этому множество A не является доминирующим. 

Мы доказали, что: 

,( ( )) .t tL K t n    

Приведём интересные результаты, связанные с числом тотального до-

минирования в графах диаметра 2, которые совсем недавно получила группа 

математиков из ЮАР во главе с Майклом Хеннингом и Андерсом Йео [4].  

Подмножество V V   вершин графа ,G V E    называется тотально 

доминирующим, если каждая вершина из V смежна с некоторой вершиной 

из V'. Наименьшую мощность тотально доминирующего множества графа 

называют числом тотального доминирования и обозначают ( )t G . 

Теорема 2.  усть граф G  с n вершинами имеет диаметр 2. Тогда: 

.( ) 1 lnt G n n    

 ри этом если максимальная степень вершины не больше n  или не 

меньше lnn n , то ( ) 1 .t G n    

Теорема 3. Для любого 0  существует граф, порядок которого – 

достаточно большое чётное число n, с числом тотального доминирования 

1
( ) ln .

4
t G n n



 
  

 
 

Техника, с помощью которой доказываются теоремы 2 и 3, основана на 

связи тотального доминирования в графе с трансверсалями в соответст-

вующем гиперграфе, а также на применении вероятностного метода. Ос-

новы вероятностного метода изложены в брошюре [5] и в последней главе 

книги [6]. 

В заключение статьи отметим, что наши результаты сходны с результа-

тами Хеннинга и Йео, но получены более простыми методами. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ  

ОДНОГО УРАВНЕНИЯ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 

 

П.О. Москвичёва  
 

В данной работе исследована устойчивость нулевого решения 

обобщенного уравнения Хоффа, заданного на конечном, связном 

и ориентированном графе с условиями непрерывности и баланса 

потоков в его вершинах. 

Ключевые слова: уравнение соболевского типа, фазовое про-

странство, граф, функция Ляпунова. 

 

Уравнение Хоффа [1]: 

  ,, Nnuuuuu n

nxxtt  123

210     (1) 

моделирует динамику выпучивания двутавровой балки, находящейся под 

постоянной нагрузкой. Начально-краевые задачи для уравнения (1) первым 

начал изучать Н.А. Сидоров [2] со своими учениками [3], [4]. Они первыми 

обнаружили феномен принципиальной неразрешимости этих задач при 

произвольных начальных данных. В [5] было начато исследование множе-

ства допустимых начальных данных, понимаемое как фазовое пространст-

во уравнения (1). В [6] было показано, что фазовым пространством урав-

нения (1) служит простое банахово С -многообразие. В работе [7] было 

исследовано фазовое пространство обобщенного уравнения Хоффа. 

Пусть  EV;G   – конечный связный ориентированный граф, где  iVV  

– множество вершин, а  
jEE  – множество ребер, причем каждому ребру 

jE  поставлены в соответствие два положительных числа 
R jj d,l , кото-

рые в контексте нашей задачи будут иметь физический смысл длины и 

площади поперечного сечения ребра соответственно. На каждом ребре 
jE  

зададим обобщенное уравнение Хоффа: 


