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АНАЛИЗ РАСПОЛОЖЕНИЯ ЛИНИЙ РАЗРЫВА НАПРЯЖЕНИЙ  

В ДИСКРЕТНО НЕОДНОРОДНОЙ РАСТЯГИВАЕМОЙ ПОЛОСЕ 

ПРИ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

 

В.Л. Дильман, А.Н. Дияб 

 
В работе исследуются линии разрыва напряжений в окрестно-

сти особых точек напряженного состояния дискретно-неодно-

родной полосы, находящейся под растягивающей нагрузкой в ус-

ловиях плоской деформации в критический момент нагружения. 

Дается обзор литературы по данному вопросу. 

Ключевые слова: напряженное состояние, неоднородное со-

единение, макродефект, плоская деформация. 

 

Введение. Своеобразие напряженного состояния дискретно неоднород-

ной растягиваемой полосы в критический момент нагружения определяет-

ся существованием в поле напряжений линий разрыва напряжений [1–5]. 

Эти линии проходят через особые точки – точки выхода контактных линий 

на свободную границу. Причина появления разрывов – переопределен-

ность граничной задачи в окрестности особой точки с какой-либо одной 

стороны от контактной границы. Как правило, линии разрыва расположе-

ны в более прочной части соединения (неоднородной полосы). В частно-

сти, это так, если контактная граница прямолинейна и ортогональна сво-

бодной границе, а также если более прочный участок в окрестности особой 

точки образует острый угол (рис. 1, угол FAD ) [6, 7]. Понятно, что при ис-

следовании критического состояния и прочности листовых конструкций 

необходимо учитывать это явление. То же относится и к стержневым кон-

струкциям [2, 9–13] и тонкостенным цилиндрическим оболочкам [2–5, 14, 
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15], где также имеет место переопределенность граничной задачи. Задача 

заметно осложняется, если материал полосы неоднороден в менее прочной 

или (и) в более прочной части соединения [2–5, 16, 17].  

Еще более важную роль наличие разрывов напряжений играет в случа-

ях, когда в более прочной части или на границе между более и менее проч-

ными зонами расположен дефект [2–5, 18–33]. В этом случае нетто-

сечение образца может пересекать линию разрыва напряжений, что суще-

ственно сказывается на вычислительной схеме нахождения критической 

нагрузки и, в конечном счете, на величине этой нагрузки. В общем случае 

исследование напряженного состояния в целом в полосе и, в особенности, 

в окрестности контактной границы возможно лишь численными методами. 

Однако углы   и   (см. рис. 1) поворота характеристик (линий скольже-

ния) при переходе от свободной к контактной границе можно находить 

аналитическими методами. Эти методы основаны на решении задачи ли-

нейного сопряжения для напряжений на границе между пластическими 

средами с различными параметрами текучести. Идея метода решения зада-

чи сопряжения для напряжений использует вычисление напряжений на 

контактной границе через их значения на свободной границе. Для этого 

применяются инварианты Римана вдоль характеристик. Это позволяет 

уравнения равновесия на контактной поверхности представить как систему 

трансцендентных (не дифференциальных) уравнений, решение которой 

может быть численным или приближенным аналитическим.  

 

 

 

Задача линейного сопряжения для напряжений на границе между пла-

стическими средами с различными параметрами текучести впервые была 

поставлена и в некоторых частных случаях решена в работах [1–5, 8], в ко-

торых рассматривался случай, когда контактная поверхность плоская и 

Рис. 1. Фрагмент неоднородного соединения  

с наклонной контактной границей FA и характеристики системы уравнений  

пластического равновесия (линии скольжения) 
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расположена ортогонально направлению внешней нагрузки. В работах [1–

5, 8] эта задача исследовалась при плоском деформированном состоянии. 

Осесимметричная задача линейного сопряжения для напряжений решалась 

для дискретно-неоднородного сплошного стержня в работах [9–13]. В ра-

ботах [9, 12, 13] в качестве менее прочной части соединения рассматрива-

лась неоднородная прослойка (вставка), что существенно увеличивало 

технические трудности исследования. В работах [1–5, 8–13] получены 

приближенные решения задачи сопряжения для напряжений в аналитиче-

ской форме. В работах [6, 7] исследовался более сложный случай, когда 

контактная поверхность наклонена к направлению внешней нагрузки. 

В этих работах приближенные аналитические методы привели к очень 

громоздким аналитическим выражениям. В работах [6, 7] был предложен 

алгоритм решения задачи сопряжения, положенный в основу быстро схо-

дящегося численного метода.  

Касательные напряжения на контактной границе. Напряжённое со-

стояние МП слоя при плоской деформации определяется системой уравне-

ний гиперболического типа:  

0
xyx

x y

 
 

 
; 

0
y xy

y x

  
 

 
; 

 
2 2 24 4x y xy k     . 

Здесь k  – пластическая постоянная (в зависимости от ситуации предел 
текучести, предел прочности, и т.д.). Уравнения равновесия на контактной 

границе имеют вид: ' 'y y   , ' ' ' 'x y x y   , где оси координат  ', 'x y  на-

правлены вдоль и ортогонально линии FA (рис. 1). 

Пусть k  – пластические постоянные, соответствующие различным по 

прочности частям соединения, K k k  . В безразмерных неизвестных 

уравнения равновесия (условия сопряжения) имеют вид: 

' 'y yK   ,       ' ' ' 'x y x yK   ,   (1) 

где тильда указывает на отсутствие размерности данной величины. 

Формулировка задачи сопряжения для напряжений на контактной грани-

це звучит так: найти напряжения ' 'y y    и ' ' ' 'x y x y    на контактной гра-

нице, используя условия сопряжения (1) и граничные условия на свободной 

границе. В предположении однородных граничных условий на свободной 

поверхности 0; 0y xy    в работах [6, 7] система (1) представлена в виде: 

     1 2 cos 2 2 1 2 cos 2 2K               ; (2) 
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    sin 2 2 sin 2 2K       . (3) 

Здесь   – угол наклона контактной границы к оси, ортогональной направ-

лению внешней нагрузки. В случае, когда пластический слой по сечению 

имеет прямоугольную форму, на контактной границе под действием растя-

гивающей нагрузки ортогонально слою развиваются касательные напря-

жения. В общем случае их величина зависит от угла наклона контактной 

границы. Представляет интерес случай, когда на контактной границе каса-

тельные напряжения равны нулю. Из (1) и (3) следует, что: 

      , 

поэтому из (2) легко находится зависимость между   и K : 

1

1

K

K



 


. 

Перенос линии разрыва напряжений из более прочной в менее 
прочную часть. На рис. 1 угол 0  , как и угол 0   (поворот характе-
ристики считаем положительным, если он при движении по характеристи-
ке от свободной поверхности к контактной происходит по часовой стрел-
ке). Если 0  , на более прочном участке происходит наложение зон 
единственности решения задачи Коши. Пересечение зон образует угол ве-

личины   с вершиной в особой точке (точка A  на рис. 1). В действи-

тельности пересечения зон и потери единственности не происходит. Зоны 
стыкуются по некоторой линии разрыва напряжений [1–5]. Таким образом, 
для существования линий разрыва напряжений необходимо и достаточно, 
чтобы 0   в более прочной части и 0   в менее прочной. Точнее гово-
ря, имеют место следующие утверждения: 

1) если 0   и 0  , то разрывов напряжений в окрестности особой 
точки (точка A  на рис. 1) нет; 

2) если 0   и 0  , то существует разрыв напряжений в более проч-
ной части соединения в окрестности особой точки; 

3) если 0   и 0  , то существует разрыв напряжений в менее проч-
ной части соединения в окрестности особой точки; 

4) если 0   и 0  , то существуют две линии разрыва напряжений: и 
в менее прочной части, и в более прочной части соединения в окрестности 
особой точки. 

Установим, какие из этих вариантов реализуются. Величины и знаки 

углов 

 зависят от параметра K k k   и угла наклона контактной 

границы  . Следовательно, для выяснения того, какая из четырех ситуа-
ций имеет место, необходимо установить граничные ситуации, то есть ре-
шить уравнения: 

 , 0K   ;                                                 (4) 
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 , 0K   .                                                 (5) 

Уравнение (4) в силу системы уравнений (2) и (3) сводится к системе 
трансцендентных уравнений: 

  2 arcsin sin 2 2K    ;                                       (6) 

                            
1

2 1 cos 2 2 1 cos 2
K

         .                  (7) 

Рассмотрим итерационную процедуру нахождения углов 
и   на основе 

системы уравнений (6), (7). Она основана на итерационных уравнениях вида: 

       1
2 arcsin sin 2 2

n n n
K  

 
  ;                      (8) 

                      1 1
2 1 cos 2 2 cos 2

n n n n
K

K
   

      .     (9) 

Численный анализ системы уравнений (8) и (9) показывает, что система 

(6), (7) на имеет решений в диапазоне значений:  4; 4    , 1K  . 

Следовательно, при любом угле наклона контактной границы разрыв на-

пряжений в менее прочной части полосы отсутствует. То же относится и к 

уравнению (5). Оно также не имеет решений при подходящих (указанных) 

значениях параметров, то есть изменением угла   невозможно избавиться 

от разрыва на более прочном участке. Для иллюстрации этих выводов рас-

смотрим рис. 2, заимствованный из работы [6]. На рис. 2 показаны зависи-

мости углов 
 и 

 от угла наклона контактной границы  . Выполнение 

условия (4) означает, что кривая (a) пересекает горизонтальную ось. Вид-

но, что даже при большом по модулю отрицательном значении  , 

 , K 
 заметно больше нуля. Например, при 0,5    угол 

 , 0,1K   . Выполнение условия (5) означает, что кривая (b) пересека-

ет горизонтальную ось. Видно, что даже при большом значении   угол 

 , K 
 заметно больше нуля. Например, при 0,4   угол  , 0,1K   . 
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Рис. 2. Зависимость напряжений на контактной поверхности  

от угла её наклона  . Наклонная пунктирная прямая – угол 4  ,  

  – линия (a),   – линия (b), y  –линия (c), xy – линия (d). 1,3K   

 

Библиографический список 

1. Дильман, В.Л. Напряженное состояние и прочность неоднородной 

пластической полосы с дефектом в более прочной части / В.Л. Дильман // 

Изв. РАН. МТТ. – 2010. – № 2. – С. 89–102.  

2. Дильман, В.Л. Математическое моделирование критических состоя-

ний мягких прослоек в неоднородных соединениях: монография / 

В.Л. Дильман, Т.В. Ерошкина. – Челябинск: Издательский центр ЮУрГУ, 

2011. – 276 с.  

3. Дильман, В.Л. Математическое моделирование напряженного со-

стояния тонкостенных неоднородных цилиндрических оболочек: дис. …  

д-ра физ.-мат. Наук / В.Л. Дильман. – Челябинск, 2011. – 316 с. 

4. Дильман, В.Л. Математическое моделирование напряженного со-

стояния тонкостенных неоднородных цилиндрических оболочек: автореф. 

дис. … д-ра физ.-мат. Наук / В.Л. Дильман. – Челябинск: Издательский 

центр ЮУрГУ, 2011. – 32 с.  

5. Дильман, В.Л. Исследование аналитическими методами математиче-

ских моделей напряженного состояния тонкостенных неоднородных ци-

линдрических оболочек / В.Л. Дильман // Вестник ЮУрГУ. Серия: «Мате-

матическое моделирование и программирование». – 2009. – Вып. 3. – 

№ 17 (150). – С. 36–58. 

6. Дильман, В.Л. Численный анализ напряжений на наклонной контакт-

ной поверхности при растяжении дискретно-неоднородного твердого тела / 

В.Л. Дильман, А.И. Носачева // Вестник ЮУрГУ. Серия: «Математическое 

моделирование и программирование». – 2012. – Вып. 14. – № 40 (299). – 

С. 164–168. 

7. Носачева, А.И. Математическое моделирование напряженного со-

стояния неоднородной полосы с наружным макродефектом / А.И. Носаче-

ва // Вестник ЮУрГУ. Серия: «Математическое моделирование и про-

граммирование». – 2013. – Т. 6. – № 3. – С. 79–84. 

8. Дильман, В.Л. Математическое моделирование критических состоя-

ний пластического слоя / В.Л. Дильман, А.И. Носачева // Вестник Тамбов-

ского университета. Серия: «Естественные и технические науки». – 2013. – 

Т. 18. – Вып. 5. – С. 2502–2504. 

9. Ерошкина, Т.В. Математическое моделирование напряженного со-

стояния поперечного пластического слоя в круглом стержне / Т.В. Ерошки-

на, В.Л. Дильман // Известия ВУЗов. Математика. – 2011. – № 11. – С. 1–11. 



Наука ЮУрГУ: материалы 66-й научной конференции 

Секции естественных наук 

176 

10. Дильман, В.Л. Исследование математических моделей напряженного 

состояния неоднородного поперечного слоя в круглом стержне / В.Л. Диль-

ман, Т.В. Ерошкина // Вестник ЮУрГУ. Серия: «Математическое модели-

рование и программирование». – 2009. – Вып. 4. – № 37 (170). – С. 65–77. 

11. Eroshkina, T.V. Mathematical modeling of the state stress of a transverse 

plastic layer in a round rod / T.V. Eroshkina, V.L. Dilman // Russian Mathemat-

ics. 2011. V. 55, Issue 11. Pр. 9–17.  

12. Ерошкина, Т.В. Математическое моделирование напряженного со-

стояния неоднородных цилиндрических стержней: дис. … канд. физ.-мат. 

Наук / Т.В. Ерошкина. – Челябинск, 2010. – 103 с. 

13. Ерошкина, Т.В. Математическое моделирование напряженного со-

стояния неоднородных цилиндрических стержней: автореф. дис. … канд. 

физ.-мат. наук / Т.В. Ерошкина. – Челябинск: Издательский центр ЮУрГУ, 

2010. – 16 с.  

14. Дильман, В.Л. Критическое состояние тонкостенной цилиндриче-

ской оболочки, содержащей прослойку их менее прочного материала / 

В.Л. Дильман, Т.В. Карпета // Химическое и нефтегазовое машинострое-

ние. – 2013. – № 10. – С. 21–24. 

15. Dilman, V.L. Critical State of a Thin-Walled Cylindrical Shell Contain-

ing an Interlayer Fabricated from a Material of Lesser Strength / V.L. Dilman, 

T.V. Karpeta // Chemical and Petroleum Engineering. 2014, V. 49, Issue 9–10. 

Pр. 668–674. 

16. Дильман, В.Л. Напряженное состояние пластического слоя с перемен-

ным по толщине пределом текучести при плоской деформации / В.Л. Диль-

ман, Т.В. Карпета // Известия ВУЗов. Математика. – 2013. – № 8. – С. 34–43.  

17. Dilman, V.L. The stress state of a plastic layer with a variable yield 

strength under a flat deformation / V.L. Dilman, T.V. Eroshkina // Russian 

Mathematics. 2013, V. 57, Issue 8. Pр. 29–36. 

18. Дильман, В.Л. Прочность механически неоднородных соединений 

с щелевидным дефектом / В.Л. Дильман, А.А. Остсемин // Сварочное про-

изводство. – 1999. – № 2. – С. 13–15. 

19. Дильман, В.Л. Несущая способность прямошовных труб большого 

диаметра с дефектами на границе сплавления сварного шва / В.Л. Дильман, 

А.А. Остсемин, А.А. Воронин // Сварочное производство. – 2002. – № 3. – 

С. 3–7. 

20. Dil’man, V.L. Strength of mechanically heterogeneous welded joints 

with a slit-like defect / V.L. Dil’man, A.A Ostsemin // Welding International. 

1999. V. 13 (8). Pр. 648–650. 

21. Dil’man, V.L. Evaluation of the effect of defects and service reliability 

of welded joints in straight-seam and spiral-seam pipes / V.L. Dil’man, 

A.A Ostsemin // Welding International. 2002. V. 16 (2). Pр. 139–144. 



Наука ЮУрГУ: материалы 66-й научной конференции 

Секции естественных наук 

177 

22. Dil’man, V.L. Load-carrying capacity of straight-seam large diameter 

pipes with defects at the fusion boundary of the welded joint / V.L. Dil’man, 

A.A Ostsemin // Welding International. 2003. V. 17 (5). Pр. 376–380. 

23. Dil’man, V.L. Static strength of a welded joint with hard interlayers and 

defect at the fusion line of the weld / V.L. Dil’man, A.A Ostsemin // Welding 

International. 2004. V. 18 (10). Pр. 805–808.  

24. Дильман, В.Л. Влияние дефекта более прочного участка сварного 

соединения на несущую способность прямошовной трубы большого диа-

метра / В.Л. Дильман, А.А. Остсемин // Проблемы машиностроения и на-

дежности машин. – 2003. – № 6. – С. 107–115. 

25. Дильман, В.Л. Анализ методом линий скольжения вязкой прочности 

сварного соединения с подрезом прямошовных труб большого диаметра / 

В.Л. Дильман, А.А. Остсемин // Проблемы прочности. – 2004. – №3. – 

С. 72–82. 

26. Дильман, В.Л. Влияние поверхностных дефектов на статическую 

прочность сварных швов спиральношовных труб / В.Л. Дильман, А.А. Ост-

семин // Химическое и нефтегазовое машиностроение. – 2004. – № 2. – 

С. 16–19. 

27. Дильман, В.Л. Статическая прочность сварного соединения с твер-

дыми прослойками и дефектами по линии сплавления шва / В.Л. Дильман, 

А.А. Остсемин // Сварочное производство. – 2004. – № 5. – С. 3–7. 

28. Остсемин, А.А. Оценка влияния механической неоднородности на 

прочность термоупрочненных труб большого диаметра и пластин с дефек-

тами в сварных швах / А.А. Остсемин, В.Л. Дильман // Вестник машино-

строения. – 2004. – № 9. – С. 23–28. 

29. Дильман, В.Л. Несущая способность прямошовных труб большого 

диаметра с поверхностным дефектом / В.Л. Дильман, А.А. Остсемин // 

Химическое и нефтегазовое машиностроение. – 2005. – № 2. – С. 8–13. 

30. Остсемин, А.А. Влияние дефектов на несущую способность труб 

магистральных газонефтепроводов при двухосном нагружении / А.А. Ост-

семин, В.Л. Дильман // Сварочное производство. – 2005. – № 8. – С. 20–25. 

31. Остсемин, А.А. Статическая прочность механически неоднородных 

сварных соединений с односторонним поверхностным дефектом при вяз-

ком разрушении / А.А. Остсемин, В.Л. Дильман // Химическое и нефтега-

зовое машиностроение. – 2005. – № 10. – С. 9–12. 

32. Дильман, В.Л. Расчет на прочность прямошовных труб большого 

диаметра с дефектом / В.Л. Дильман, А.А. Остсемин // Вестник машино-

строения. – 2006. – № 1. – С. 7–14. 

33. Остсемин, А.А. Влияние дефектов сварки, расположенных на гра-

нице сплавления, на прочность сварного соединения / А.А. Остсемин, 

В.Л. Дильман // Вестник машиностроения. – 2006. – № 2. – С. 21–26. 

 
К содержанию 


