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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГАЗОВЗВЕСИ С ХИМИЧЕСКИМИ 

ПРЕВРАЩЕНИЯМИ, ИНВАРИАНТНАЯ ОТНОСИТЕЛЬНО  

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАЛИЛЕЯ 
 

Ю.М. Ковалев, Е.Е. Пигасов 
 

В данной работе предложена математическая модель, описы-
вающая переход горения во взрыв твердого унитарного топлива в 
двухфазной гетерогенной среде: газ-твердые частицы, инвари-
антная относительно преобразования Галилея. Проведенный ана-
лиз существующих математических моделей, описывающих пе-
реход горения во взрыв твердого унитарного топлива в двухфаз-
ной гетерогенной среде: газ-твердые частицы, показал, что они не 
являются инвариантными относительно преобразования Галилея. 
Были подробно изучены причины, приводящие законы сохране-
ния к не инвариантности относительно преобразования Галилея, 
которые были устранены в математической модели перехода го-
рения во взрыв твердого унитарного топлива в двухфазной гете-
рогенной среде: газ-твердые частицы, предложенной в работе.   

Ключевые слова: математическая модель, инвариантность, 
многокомпонентная смесь, гетерогенная среда. 

 

Введение 
Отсутствие в природе чистых веществ требует активного развития ма-

тематических моделей гетерогенных сред, достоверно описывающих изу-
чаемые процессы. Данные математические модели находят широкое при-
менение в различных отраслях науки и техники. 
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Перспективное использование взрывных процессов в ряде отраслей со-

временной техники тесно связано с решением вопросов обеспечения мер 

безопасности, защиты инженерных сооружений и технологического обо-

рудования от действия ударных волн (УВ). В связи с этим важное при-

кладное значение представляет изучение проблемы локализации механи-

ческих эффектов взрыва и ослабления УВ с помощью математического 

моделирования данных физических процессов. 

В настоящее время на практике ослабление УВ в газе осуществляется 

путем применения различных экранирующих систем в виде сплошных, 

перфорированных и разрушающихся перемычек. Один из основных недос-

татков сплошных и перфорированных перемычек состоит в их весьма 

большой материалоемкости и соответственно большой величине объемно-

го содержания α твердого конденсированного вещества (α ≈ 1 ÷ 0,1). Ука-

занный недостаток в меньшей степени относится к перемычкам, разру-

шающимся при взаимодействии с УВ и образующим экранирующие слои 

или завесы из пены или аэровзвесей [1], . Поэтому с особой остротой вста-

ет проблема разработка математических моделей многокомпонентных ге-

терогенных сред [2], адекватных тем физическим процессам, которые они 

пытаются описывать. Более того, для быстропротекающих процессов есть 

такие проблемы, когда математическое моделирование является единст-

венным средством предварительного изучения явлений [3, 4]. Для верифи-

кации расчетов, с одной стороны, используют известные эксперименталь-

ные данные, а с другой стороны, при анализе проведенных измерений ис-

пользуют математические модели. Очень важно, чтобы условия проведе-

ния расчетов и экспериментов совпадали, а математическая модель была 

адекватна изучаемому физическому процессу [5, 6].  

Анализ инвариантности относительно преобразования Галилея матема-

тических моделей аэровзвеси [7, 8], активно применяемых для математи-

ческого моделирования перехода конвективного горения унитарного твер-

дого топлива во взрыв, показал, что они не являются инвариантными отно-

сительно преобразования Галилея [9, 10]. Поэтому в данной работе был 

проведен анализ причин, приводящих к не инвариантности относительно 

преобразования Галилея, и предложен подход к построению математиче-

ской модели перехода конвективного горения унитарного твердого топли-

ва во взрыв, инвариантной относительно преобразования Галилея.  
 

3. Математическая модель газовзвеси  

Рассмотрим одномерный плоский случай математической модели тече-

ния газа с твердыми частицами (аэровзвесь), которая описывается систе-

мой уравнений сохранения [11], и проведем оценку ее на инвариантность 

относительно преобразования Галилея. 

Система уравнений сохранения двухфазной аэровзвеси [11] без хими-

ческих превращений имеет следующий вид: 
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Здесь индексы 1, 2 относятся соответственно к газу и частицам;  

 
 
     (  = 1, 2) – истинные плотности и объемные содержания фаз; 

               – парциальная плотность, скорость, температура, внутренняя 

и полная энергия i-ой фазы;   – давление,   – число частиц в единице объ-

ема смеси. Уравнения (1) – уравнения неразрывности газа и частиц и урав-

нение сохранения числа частиц в единице объема смеси; (2) – уравнения 

импульса газа и частиц; (3) и (4) – уравнения сохранения внутренней энер-

гии газа и частиц.  

Получим уравнения сохранения кинетической энергии газовой и кон-

денсированной фаз. 

Умножая уравнение сохранения импульса газовой фазы на   , а урав-
нение сохранения импульса конденсированной фазы на   , получим урав-
нения сохранения кинетической энергии газа и частиц соответственно: 

   
     
  

 
     

 

  
     

  

  
        

   
     
  

 
     

 

  
         

которые после простых преобразований принимают следующий вид: 
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Проведем анализ инвариантности относительно преобразования Гали-

лея уравнений сохранения (1.1), (1.2), (1.5) и (1.6). 

Запишем уравнения (1.1), (1.2), (1.5) и (1.6) в новой системе координат, 

движущейся с постоянной скоростью  . Скорости в новой системе коор-
динат будут равны:  

          (1.7) 

          (1.8) 

Координата будет определяться из уравнения: 

         (1.9) 

Производные: 

Легко показать [9, 10], что уравнения (1.1), (1.2), (1.5) и (1.6) инвари-

антны относительно преобразования Галилея. 

Преобразуем левые части уравнений сохранения внутренней энергии га-

за и частиц. С учетом равенств (1.1) они могут быть представлены в виде: 
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Из уравнений неразрывности газовой и конденсированной фаз (1.1) 

легко получить следующие равенства: 

Подставляя данные выражения в уравнения (1.12) и (1.13) соответст-

венно, получим: 
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Очевидно, что уравнения сохранения внутренней энергии газовой (1.3) 

и конденсированной (1.4) фаз, преобразованные к виду (1.14) и (1.15), ин-

вариантны относительно преобразования Галилея. 
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Получим уравнение сохранения полной энергии смеси. Для этого сум-

мируем левые и правые части уравнений (1.5), (1.6), (1.14), (1.15). В ре-

зультате получим: 

            

  
 

 

  
                                       

  

  
, (1.16) 

которое не совпадает с уравнением сохранения полной энергии смеси, по-

лученным в работе [7,11]. Для того, чтобы убрать это несоответствие, не-

обходимо разделить силу взаимодействия между фазами   на две части 

[12]: на составляющую из-за воздействия макроскопического поля давле-

ний –   
  

  
, которая не связана со скоростной неравновесностью между 

фазами, и составляющую  , которая связана с несовпадением скоростей: 

      

  

  
     

Подставляя полученное выражение в равенства (1.2) и преобразовывая 

левые части этих равенств к дивергентному виду, получим: 
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К системе уравнений (1.1), (1.17) и (1.18) добавляются уравнения со-

хранения внутренней и кинетической энергии: 
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В этом случае уравнение сохранения полной энергии смеси будет иметь 

вид, совпадающий с предлагаемым в работе в [7, 11]: 

            

  
 

 

  
                                (1.23) 

Легко показать, что уравнения (1.17)–(1.23) инвариантны относительно 

преобразования относительно Галилея [9, 10]. 
 

4. Математическая модель газовзвеси с химическими превраще-
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ниями 

В результате проведенного анализа была уточнена математическая мо-

дель, описывающая поведение газовзвесей. Полагая далее возможность 

химического превращения в конденсированной фазе, запишем законы со-

хранения в следующем виде [11]: 
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Здесь   характеризует интенсивность химического превращения,    – 

энтальпия. С помощью уравнений (2.1) приведем правые части уравнений 

сохранения импульса газа (2.2) и частиц (2.3) к дивергентному виду. В ре-

зультате простых преобразований получим законы сохранения импульса 

газа и частиц в виде: 
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С помощью уравнений (2.1) и уравнений сохранения импульса газа 

(2.6) и частиц (2.7) очень просто получаются уравнения сохранения кине-

тической энергии газа и частиц в виде: 
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С помощью уравнений (2.1) приведем правые части уравнений сохра-

нения внутренней энергии газа (2.4) и частиц (2.5) к дивергентному виду. 

В результате простых преобразований получим законы сохранения им-

пульса газа и частиц в виде: 
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Не представляет труда показать, что система уравнений (2.1), (2.6)–

(2.11) инвариантна относительно преобразования Галилея [9]. Суммируя 

левые и правые части уравнений сохранения кинетической энергии газа 

(2.8) и частиц (2.9) с левыми и правыми частями уравнений сохранения 

внутренней энергии газа (2.10) и частиц (2.11) соответственно получим 

уравнение сохранения полной энергии смеси (1.23).  

Замыкая систему уравнений (2.1), (2.6), (2.7), (2.10) и (2.11) уравнения-

ми состояния газа и частиц: 
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а так же соотношениями, описывающими интенсивность силового, тепло-

вого и химического взаимодействия между фазами: 
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получаем замкнутую математическую модель для описания перехода горе-

ния газовзвеси во взрыв, инвариантную относительно преобразования Га-

лилея. Здесь     температура;    – теплота химической реакции при 

               – давление, β – ковольюм;   и    – теплоемкости фаз; 

 λ  – теплопроводность газовой фазы;    – универсальная газовая постоян-

ная;    и    – коэффициент трения и число Нуссельта, определяемые чис-

лами Рейнольдса (  ) и Прандтля (Pr) относительного движения фаз;   – 

диаметр частиц,    и φ – эмпирические константы, характеризующие ско-

рость горения топлива. 
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УДК 533.6.011.1  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА АВТОМОДЕЛЬНОСТИ  

В ЗАДАЧЕ О ДИНАМИЧЕСКОМ СЖАТИИ  

ХОЛОДНОГО ГАЗОВОГО ШАРА 

 
В.Ф. Куропатенко, Е.С. Шестаковская, М.Н. Якимова 

 
Рассмотрено решение задачи о динамическом сжатии холод-

ного газового шара, находящегося в сферическом сосуде с не-

проницаемой стенкой. Под действием зависящего от времени на-

ружного давления стенка движется с отрицательной скоростью. 

В отличие от решений Я.М. Каждана, К.В. Брушлинского [1] и 

Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшица [2] коэффициент автомодельности 

определяется с помощью закона сохранения массы. Такой метод 

позволяет для каждого заданного показателя адиабаты найти 

единственный показатель автомодельности. 

Ключевые слова: автомодельная сферическая ударная волна, 

показатель автомодельности, законы сохранения, идеальный газ. 

 
Автомодельная задача о динамическом сжатии холодного газового ша-

ра относится к классу задач, из постановки которых нельзя определить 

группу подобия. Показатель автомодельности, который и задает группу 

подобия, определяется в процессе решения задачи, что в этом случае и со-

ставляет основную трудность.  

Некоторые результаты, относящиеся к этой задаче, рассмотрены в кни-

ге К.П.Станюковича [3]. Так же задача о схождении волны при γ=1,4 при-

ведена в работе Г. Гудерлея [4]. 

 

1. Переход к автомодельным переменным 

В качестве исходных возьмём уравнение неразрывности, уравнение 

движения и следствие из трёх законов сохранения – сохранение энтропии 

вдоль траектории: 


