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В данной работе проведен анализ инвариантности относи-

тельно преобразования Галилея известной математической моде-

ли, описывающей течение двухфазной гетерогенной среды: газ – 

твердые частицы. Было показано, что, несмотря на инвариант-

ность уравнений сохранения, входящих в состав математической 

модели двухфазной гетерогенной среды: газ – твердые частицы, 

получающееся уравнение сохранения полной энергии смеси не 

является достоверным. В работе подробно исследованы и устра-

нены причины данного несоответствия. Через анализ инвариант-

ности относительно преобразования Галилея полученной матема-

тической модели двухфазной гетерогенной среды: газ – твердые 

частицы, была определена функциональная зависимость силы 

межфазного взаимодействия.  

Ключевые слова: математическая модель, инвариантность, 

многокомпонентная смесь. 

 

Введение 

С течениями гетерогенных сред очень часто приходится сталкиваться 

в различных областях науки и техники. Правильное применение математи-

ческих моделей многокомпонентных многофазных сред позволяет прогно-

зировать многие техногенные катастрофы и находить верные средства по 

их предотвращению. Перспективное использование взрывных процессов в 

ряде отраслей современной техники тесно связано с решением вопросов 

обеспечения эффективных мер безопасности, защиты инженерных соору-

жений и технологического оборудования от действия ударных волн (УВ). 

Показано, что перспективными средствами защиты могут быть перемычки, 

разрушающиеся при взаимодействии с УВ и образующие экранирующие 

слои или завесы из пены или аэровзвесей [1].  

В связи с этим важное прикладное значение представляет изучение 

проблемы локализации механических эффектов взрыва и ослабления УВ 

с помощью математического моделирования данных физических процес-

сов. Поэтому с особой остротой встает проблема разработка математиче-

ских моделей многокомпонентных гетерогенных сред [2], адекватных тем 

физическим процессам, которые они пытаются описывать. Более того, для 

быстропротекающих процессов есть такие проблемы, когда математиче-

ское моделирование является единственным средством предварительного 

изучения явлений [3, 4]. Для верификации расчетов, содной стороны, ис-
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пользуют известные экспериментальные данные, а с другой стороны, при 

анализе проведенных измерений используют математические модели. 

Очень важно, чтобы условия проведения расчетов и экспериментов совпа-

дали, а математическая модель была адекватна изучаемому физическому 

процессу [5, 6].  

В настоящей статье с помощью анализа инвариантности относительно 

преобразования Галилея математической модели аэровзвеси [7, 8], приме-

няемой для математического моделирования перехода конвективного го-

рения унитарного твердого топлива во взрыв, попытаемся определить де-

фекты данной математической модели [9, 10] и найти способы их устране-

ния.  

1. Математическая модель газовзвеси 

Рассмотрим одномерный плоский случай математической модели тече-

ния газа с твердыми частицами (аэровзвесь), которая описывается систе-

мой уравнений сохранения [8], и проведем оценку ее на инвариантности 

относительно преобразования Галилея. 

Система уравнений сохранения двухфазнойаэровзвеси [8] без химиче-

ских превращений имеет следующий вид: 
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     (1.2) 

Разделим силу взаимодействия между фазами   на две части [11]: на со-

ставляющую из-за воздействия макроскопического поля давлений –   
  

  
, 

которая не связана со скоростной неравновесностью между фазами, и со-

ставляющую , которая связана с несовпадением скоростей: 

      

  

  
     

Подставляя полученное выражение в равенства (1.2) и преобразовывая ле-

вые части этих равенств к дивергентному виду, получим: 
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К системе уравнений (1.1), (1.3) и (1.4) добавляются уравнения сохра-

нения внутренней энергии и уравнения состояния: 
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Здесь индексы 1, 2 относятся соответственно к газу и частицам;  
 
     

( = 1, 2) – истинные плотности и объемные содержания фаз;                – 

парциальная плотность, скорость, температура, внутренняя и полная энер-

гия i-ой фазы;   – давление,   – число частиц в единице объема смеси. 

Уравнения (1.1) – уравнения неразрывности газа и частиц и уравнение со-

хранения числа частиц в единице объема смеси; (1.3) и (1.4) – уравнения 

импульса газа и частиц; (1.5) – уравнения сохранения внутренней энергии 

газа и частиц. 

Запишем исходную систему уравнений в новой системе координат, 

движущейся с постоянной скоростью . Скорости в новой системе коорди-
нат будут равны: 

          (1.7) 

          (1.8) 

Координата будет определяться из уравнения: 

         (1.9) 

Производные: 

Таким образом, первое из уравнений (1.1) с учетом (1.7)–(1.11) прини-

мает вид: 
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Получаем: 
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Аналогично, второе и третье уравнения (1.1) с учетом (1.7)–(1.11) при-

нимают следующий вид: 

Запишем уравнение (1.3) в новой системе координат: 
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Используя (1.12), получаем: 

      
  

 
      

 

   
   

  

   
      (1.15) 

Аналогично исследуется на инвариантность и уравнение сохранения 

импульса конденсированной фазы (1.4). В результате получается следую-

щее уравнение: 
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Проведенный анализ инвариантности относительно преобразования 

Галилея показал, уравнения неразрывности (1.1) и уравнения сохранения 

импульса (1.3) и (1.4) являются инвариантными и совпадают по форме 

с уравнениями (1.12)–(1.16). 

Получим уравнения сохранения кинетической энергии газовой и кон-

денсированной фаз и проведем их анализ на инвариантность относительно 

преобразования Галилея. 

Умножая уравнение сохранения импульса газовой фазы (1.3) на   , а 
уравнение сохранения импульса конденсированной фазы (1.4) на   , получим 
уравнения сохранения кинетической энергии газа и частиц соответственно: 
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которые после простых преобразований принимают следующий вид: 
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(1.18) 

Проведем анализ инвариантности относительно преобразования Гали-

лея уравнений сохранения кинетической энергии газа и частиц (1.17) и 

(1.18) соответственно. С этой целью переходим в новую систему коорди-

нат в соответствии с соотношениями (1.7)–(1.11). В новой системе коорди-

нат уравнение сохранения кинетической энергии газа имеет следующий 

вид: 

 

 

           

   
 
 

 
 
           

   
 
 

 

                  

   
   

          
  

   
            

После проведения необходимых преобразований, получим: 

   
   

 

 
  

 
      

   
 

 
   

   
      
  

 
         

   
   

 
 

 
   

   
  

 
      
   

       
  

   
    

  

  
          

 

  

Здесь четвертый член в левой части уравнения равен нулю в соответст-

вии с уравнением (1.1), а третий в соответствии с уравнением (1.3) равен: 
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Таким образом, в новой системе координат уравнение сохранения ки-

нетической энергии газа записывается в виде: 
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Уравнение (17) полностью совпадает с уравнением (19), следовательно, 

уравнение сохранения кинетической энергии газа (17) инвариантно отно-

сительно преобразования Галилея. Аналогично показывается инвариант-

ность относительно преобразования Галилея уравнения сохранения кине-

тической энергии частиц (1.18). 

Преобразуем уравнения сохранения внутренней энергии газовой (1.5) и 

конденсированной (1.6) фаз и проведем их анализ на инвариантность отно-

сительно преобразования Галилея. 

Приведем к дивергентному виду левые части уравнений (1.5) и (1.6), 

получим: 
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Из уравнений неразрывности газовой и конденсированной фаз (1.1) легко 

получить следующие равенства: 

Подставляя данные выражения в уравнения (1.20) и (1.21), получим: 

     
  

 
       

  
    

   

  
 
     
  

                  (1.22) 

очевидно, что уравнения сохранения внутренней энергии газовой (1.5) и 

конденсированной (1.6) фаз, преобразованные к виду (1.22) и (1.23), инва-

риантны относительно преобразования Галилея. 

Суммируя левые и правые части соответственно уравнений (1.17), 

(1.18), (1.22), (1.23), получим уравнение полной энергии смеси: 
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которое совпадает с уравнением полной энергии смеси, полученным в ра-

ботах [7, 8]. 

 

2. Определение функциональной зависимости силы межфазного 

взаимодействия 
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При проведении анализа инвариантности относительнопреобразования 

Галилея законов сохранения, описывающих поведение газовзвесей, пред-

полагалось, что выражение для силы межфазного взаимодействия является 

инвариантным. Это возможно в том случае, когда силы межфазного взаи-

модействия являются функциями разности скоростей   (сила Стокса) и 
функциями разности ускорений    (сила присоединенных масс) [7, 8]. Яв-

ный учет выражения для силы присоединенных масс, проведенный в рабо-

те [7, 8], приводит к следующим уравнениям сохранения импульса газовой 

и конденсированной фаз [7, 8]: 
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Из уравнений (2.1) и (2.2) следует, что уравнения сохранения кинетиче-

ской энергии газовой и конденсированных фаз имеют следующий вид: 
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(2.4) 

Легко показать, что уравнения (2.1)–(2.4) являются инвариантными от-

носительно преобразования Галилея. 

Рассмотрим уравнение сохранения полной энергии смеси (1.24) и про-

ведем его анализ на инвариантность относительно преобразования Гали-

лея, используя уравнения сохранения (1.1),(2.1)–(2.4). Используя формулы 

перехода к новой системе координат (1.7)–(1.11), получим: 

        
        

         
        

   

  
  

 

        
        

         
        

   

   
   

 
 

  
              

        

 
               

        

 
 

                            

После простых алгебраических преобразований получаем: 
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(2.5) 

В новой системе координат в уравнении  полной энергии смеси (2.5) 

появился дополнительный член: 

 

 
  

  

   
  

который приводит к неинвариантности относительно преобразования Га-

лилея уравнение полной энергии смеси. Появление дополнительного члена 

связано с явным учетом силы присоединенных масс. Следовательно, для 

того чтобы не нарушалась инвариантность законов сохранения, описы-

вающих поведение газовзвесей, сила межфазного взаимодействия должна 

быть только функцией разности скоростей фаз   =           
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УДК 532.529 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГАЗОВЗВЕСИ С ХИМИЧЕСКИМИ 

ПРЕВРАЩЕНИЯМИ, ИНВАРИАНТНАЯ ОТНОСИТЕЛЬНО  

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГАЛИЛЕЯ 
 

Ю.М. Ковалев, Е.Е. Пигасов 
 

В данной работе предложена математическая модель, описы-
вающая переход горения во взрыв твердого унитарного топлива в 
двухфазной гетерогенной среде: газ-твердые частицы, инвари-
антная относительно преобразования Галилея. Проведенный ана-
лиз существующих математических моделей, описывающих пе-
реход горения во взрыв твердого унитарного топлива в двухфаз-
ной гетерогенной среде: газ-твердые частицы, показал, что они не 
являются инвариантными относительно преобразования Галилея. 
Были подробно изучены причины, приводящие законы сохране-
ния к не инвариантности относительно преобразования Галилея, 
которые были устранены в математической модели перехода го-
рения во взрыв твердого унитарного топлива в двухфазной гете-
рогенной среде: газ-твердые частицы, предложенной в работе.   

Ключевые слова: математическая модель, инвариантность, 
многокомпонентная смесь, гетерогенная среда. 

 

Введение 
Отсутствие в природе чистых веществ требует активного развития ма-

тематических моделей гетерогенных сред, достоверно описывающих изу-
чаемые процессы. Данные математические модели находят широкое при-
менение в различных отраслях науки и техники. 


