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Получены необходимые и достаточные условия управляемо-
сти начально-конечной задачи для дифференциального уравне-
ния первого порядка в банаховом пространстве с вырожденным 
оператором при производной, с относительно p-ограниченным 
оператором в правой части.  

Ключевые слова: относительно p-ограниченные операторы, 
начально-конечная задача, управляемость.  

 

Уравнение Баренблатта-Желтова-Кочиной:  

( ) tv v f     ,      (1) 

моделирует динамику давления жидкости, фильтрующейся в трещиннова-
то-пористой среде [1]. Здесь   и   – вещественные параметры, характери-

зующие среду; параметр ,R   а параметр   может принимать и отрица-

тельные значения, которые не противоречат физическому смыслу задачи [2], 

функция ( )f f x  играет роль внешней нагрузки. Кроме того, уравнение (1) 

описывает течение жидкостей второго порядка [3], процесс теплопроводно-
сти с «двумя температурами» [4], процесс влагопереноса в почве [5]. 
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В подходящих функциональных пространствах уравнение (1) редуци-

руется к начально-конечной задаче: 

0( (0) ) 0, ( ( ) ) 0in finP x x P x x       (2) 

для линейного уравнения соболевского типа: 

( ) ( ) ( ),Lx t Mx t Bu t      (3) 

где ,X Y  – банаховы пространства, оператор ( ; )L X YL  (т.е. линеен и не-

прерывен), оператор ( ; )M Cl X Y  (т.е. линеен, замкнут и плотно опреде-

лен), оператор ( ; ),B U YL  функция управления ( ) : [0, ) ,u R U     U – 

банахово пространство, 
+R ,   

0, .x x X   

Задача (2) для линейных уравнений соболевского типа впервые появи-

лась в работах Г.А. Свиридюка и С.А. Загребиной [6], в дальнейшем дан-

ная задача была названа «начально-конечной» и в настоящее время актив-

но развивается теория многоточечных начально-конечных задач для урав-

нений соболевского типа, см. например, [7]. Нас будет интересовать во-

прос  -управляемости начально-конечной задачи (2) для уравнения (3) (и 

как следствие, для уравнения (1)), т.е. возможность приведения траектории 

решения в наперед заданную точку [8]. 

Приведем необходимые вспомогательные результаты, взятые из [9]–

[10]. Введем в рассмотрение L -резольвентное множество 
-1( ) { : ( - ) ( ; )}L M L M X Y    C L  и L -спектр ( ) ( )L LM M C\  опе-

ратора .M  Пусть оператор M  ( , )L p -ограничен (терминология и результа-

ты см. [10]) и относительный спектр оператора M  

( ) ( ) ( ),L L L

in finM M M     причем ( ) ( ) .L L

in finM M    

Операторы: 

1 1
( ) , ( )

2 2

L LP R M d Q L M d
i i

  
  

     

проекторы, ( ),P XL  ( ).Q YL  Здесь C  – замкнутый контур, ограни-

чивающий область, содержащую ( );L M  
-1( ) ( - )LR M L M L   – правая, 

а 
-1( ) ( )LL M L L M    левая L -резольвенты оператора .M  

Положим 0 0( ) ker (ker ),X Y P Q  1 1( ) im (im )X Y P Q  и через ( )k kL M  

обозначим сужение оператора ( )L M  на (dom ), 0,1.k kX M X k  Из суще-

ствования проекторов следует, что 0 1 0 1, .Х X X Y Y Y     

Аналогично построим проекторы: 

1
( ) , ,

2

L

in fin inP R M d P P P
i








    

где контур  Cограничивает область, содержащую ( ).L

in M  
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Теорема 1.  усть ( ) ( ) ( ),L L L

in finM M M     причем ( )L

in M  содер-

жится в ограниченной области C  с кусочно гладкой границей   и 

( ) ,L M   оператор M  ( , )L p -ограничен. Тогда: 

(i) существуют проекторы ( )inP XL  и ( )inQ YL  такие, что операто-

ры (ker ;ker ) (im ;im )in in in inL P Q P Q L L , (ker ;ker ) (im ;im );in in in inM P Q P Q L L   

(ii) ( )

0 0 1 1

0 ( ) ( )( , ), ( , );in finin fin in finL X Y L X Y L L  

(iii) 
0 0 1 1

0 ( ) ( ) ( )( , ), ( , );in fin in fin in finM Cl X Y M X Y L  

(iv) существуют операторы 
1 1 1

( ) ( ) ( )( , )in fin in fin in finL Y X L  и 1 0 0
0 ( , ).M Y X L  

Теорема 2.  усть ( ) ( ) ( ),L L L

in finM M M     причем ( )L

in M  содер-

жится в ограниченной области C  с кусочно гладкой границей   и 

( ) ,L M   оператор M  ( , )L p -ограничен. Тогда для любых 

0 ,x x X   и функции 1((0, ); )pu C U  существует единственное решение 

задачи (2),(3), которое к тому же имеет вид: 

0

0

1 ( ) 1

0
0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) .

tp
q q t t s

in in in in
q

t
t t s

fin fin fin fin

x t H M I Q Bu t X x X L Q Bu s ds

X x X L Q Bu s ds



  



  

     

 

 



 

Перейдем к исследованию  -управляемости начально-конечной задачи 

(2) для уравнения (3). 

Определение 1. Система (2),(3) называется  -управляемой из любой 

точки в любую за время ,T  если для любых точек 
0, ,x x x X   и для любо-

го 0   существует управление 1((0, ); )pu C U  такое, что решение зада-

чи (2),(3) удовлетворяет условию 0( , , , ( )) .x T x x u t x    

Действуя на уравнение (3) последовательно проекторами , ,in finI Q Q Q  

и применяя теорему 1, сведем его к эквивалентной системе из трех незави-

симых уравнений: 
0 0 1

0
( ) ( ) ( ) ( ),Hx t x t M I Q Bu t        (4) 

1 1 1

0
( ) ( ) ( ), ( (0) ) 0,

in in in in in in
x t S x t L Q Bu t P x x      (5) 

1 1 1( ) ( ) ( ), ( ( ) ) 0.
fin fin fin fin fin fin

x t S x t L Q Bu t P x x


     (6) 

Используя результаты и методы, изложенные в [11]-[13], получим, что 

имеет место теорема: 

Теорема 3.  усть ( ) ( ) ( ),L L L

in finM M M     причем ( )L

in M  содер-

жится в ограниченной области C  с кусочно гладкой границей   и 

( ) ,L M   оператор M  ( , )L p -ограничен. Тогда 
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(i) система (4)  -управляема тогда и только тогда: 
1

0 0
span{im ( ) , 0 } dom ;qH M I Q B q p M      

(ii) система (5)  -управляема тогда и только тогда: 

1

0
span{imS L , } ;k

in in in in
Q B k N X    

(iii) система (6)  -управляема тогда и только тогда: 

1

0
span{imS L , } .k

fin fin fin fin
Q B k N X    

Пусть 
nR  – ограниченная область с границей   класса .C

 Рас-

смотрим уравнение Баренблатта-Желтова-Кочиной: 

( ) ( , ) ( , ) ( , ).tv x t v x t u x t         (7) 

Для того, чтобы редуцировать уравнение (7) к уравнению (3) возьмем 

пространства 2

2{ ( ) : ( ) 0, },X v W v x x      
2( ),Y U L    операторы 

,L    ,M     
2{ ( }: ( ) 0, },domM v L v x x      .B I  В случае 

( )    оператор L  непрерывно обратим и рассматриваемый случай три-

виален, поэтому считаем, что ( ).    Пусть { : }k k N   – множество 

собственных значений задачи Дирихле для уравнения Лапласа, занумеро-

ванных по невозрастанию собственных значений  :
k

k N   с учетом их 

кратности, а ,   – скалярное произведение в 
2
(Ω)L . В работе [14] показа-

но, что если , \{0},R   то оператор M  ( ,0)L -ограничен. L -спектр опе-

ратора M  имеет вид: 

( ) , k N\{l : } .L k
k l

k

M


   
 

 
    

 
 

Понятно, что для такого множества можно подобрать контур С,   ко-

торый бы удовлетворял условиям теоремы 1. Построим проекторы: 

, ,
L

k in

in k kP
 

 


    , ,
L

k fin

fin k k
P

 

 


   

Фиксируем R   и в цилиндре (0, )  рассмотрим уравнение (7), 

удовлетворяющее краевому условию: 

( , ) 0, ( , ) (0, ),v x t x t      (8) 

и условиям начально-конечной задачи: 

0( (0) ) 0, ( ( ) ) 0.in finP x x P x x       (9) 

Для рассматриваемой системы имеют место равенства: 

0 { : },k kX span     { : },in L

k k inX span     { : },fin L

k k finX span      
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1

0

1
, ,

k

k kM
 

 






   

1

1

,
,

( )L
k in

l

k k kl l

in in l

k

S L
 

  


 










   1

1

,
,

( )L
k fin

l

k k kl l

fin fin l

k

S L
 

  


 










  

0.l N  

Поэтому справедлива 

Теорема 4. Система (7)–(9)  -управляема. 
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К содержанию 
 

 

УДК 532.525 

МОДИФИЦИРОВАННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

«ЗАМОРОЖЕННОЙ» ГАЗОВЗВЕСИ 

 

Н.Л. Клиначева 

 
Проведен анализ инвариантности относительно преобразова-

ния Галилея широко применяемой математической модели «за-

мороженной» газовзвеси. Показано, что уравнения этой модели 

не являются инвариантными относительно преобразования Гали-

лея (G. Galilei), что приводит к появлению в уравнении энергии 

фиктивного источникового члена. Дополнительный рост энтро-

пии ведет к нарушению второго закона термодинамики. В данной 

работе предложена модификация модели «замороженной» газо-

взвеси, приводящая к её инвариантности относительно преобра-

зования Галилея. Проведены расчёты и сделаны сравнения с не-

инвариантной моделью. 

Ключевые слова: математическая модель, инвариантность, 

многокомпонентная смесь 

 

Перспективное использование взрывных процессов в ряде отраслей со-

временной техники тесно связано с решением вопросов обеспечения мер 

безопасности, защиты инженерных сооружений и технологического обо-

рудования от действия ударных волн (УВ). В связи с этим важное при-

кладное значение представляет изучение проблемы локализации механи-

ческих эффектов взрыва и ослабления УВ с помощью математического 

моделирования данных физических процессов [1]. Поэтому с особой ост-

ротой встает проблема как разработки математических моделей многоком-

понентных гетерогенных сред [2], основанных на гипотезе взаимопрони-

кающих взаимодействующих континуумов [3], так и анализа уже сущест-


