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водство предметов потребления. Капитальные вложения осуществляются 

только первой отраслью. Вторая обеспечивает промежуточное потребле-

ние. Весь фонд потребления учитывается третьей отраслей. 

Расчеты проводились согласно данным приведенным для модели 

А.Г. Гранберга [2]: 
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Матрицы D, С и N  приняты единичными. 
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ДАННЫМИ 

 

В.И. Заляпин, Ю.С. Попенко, Е.В. Харитонова 

 
Исследованы достаточные условия однозначной разрешимо-

сти в неклассической краевой задаче для линейного обыкновен-

ного дифференциального уравнения. С помощью метода квадра-

тур установлена связь рассматриваемой задачи с простой задачей 

Валле-Пуссена. 

Ключевые слова: краевая задача; распределенные условия; 

многоточечная задача Валле-Пуссена. 

 

Введение. Различные физические и биологические процессы, а также 

высокоточные динамические измерительные процедуры приводят к рас-

смотрению неклассических задач для обыкновенных дифференциальных 

уравнений. 
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Здесь возникают задачи типа задачи Валле-Пуссена ([1]): 
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или задачи Ильина-Моисеева ([2]): 
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Эти задачи стимулировали интерес исследователей к общим многото-

чечным краевым задачам: 
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Впервые подобные задачи рассматривались еще в начале прошлого ве-

ка. Впоследствии ими интенсивно занимались многие математики, из ко-

торых отметим Азбелева Н.В., Левина А.Ю., Покорного Ю.В., их учеников 

и последователей. 
 

Задачи с распределенными данными  

Мы будем рассматривать, близкую в идейном плане к упомянутым вы-

ше, задачу с распределенными данными:  
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(

1) 

где функции ( ), 1,2,..., ,ig t i n  будем предполагать линейно независимы-

ми, а коэффициенты уравнения – непрерывными на отрезке  ;a b . Очевид-

но, в силу линейности задачи (1), её однозначная разрешимость эквива-

лентна однозначной разрешимости соответствующей однородной задачи: 

( ) 0, ( ) 0jL x U x  . (2) 
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Пусть 1 2( ), ( ),..., ( )nt t t    – фундаментальная система решений уравне-

ния ( ) 0L x  . Любое решение этого уравнения представимо в виде: 

0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )n nx t c t c t c t      , 

с некоторым набором постоянных, при этом условие однозначной разре-

шимости задачи (2) эквивалентно тривиальной разрешимости системы ли-

нейных относительно постоянных ic  уравнений: 
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т.е. невырожденности матрицы: 
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 (3) 

Обозначим через 1 2[ , ,..., ]nM g g g  линейную оболочку функций ig , через 

 
1,

M
i i n

e


 – ортонормированный базис вM , через 1 2[ , ,..., ]nN     – линей-

ную оболочку функций j , соответствующий базис – через  
1,

N
j j n

e


. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Матрица ( , )g  вырождена тогда и только тогда, когда 

пересечение M и ортогонального дополнения кN непусто: 0M N   . 

Лемма 1.(Коваленко[3]) Если M , N , 
1,

M
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e

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N
j j n
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

 – такие, как и 

выше, то имеет место равенство: 
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 ри этом: 
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знак равенства в последнем неравенстве достигается тогда и только то-

гда, когда M N . Здесь символом | |ij  обозначен определитель матрицы, 

составленной из элементов , , 1,2,...,ij i j n  . 

 Достаточность утверждения теоремы очевидно следует из леммы 

Коваленко. Для доказательства необходимости допустим, что матрица 

( , )g   вырождена, но в M нет ненулевых элементов, ортогональных N , 

т.е. если элемент 
1

( )
n

i iu g t  удовлетворяет условию: 
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1

( ) ( ) ( ) ( ) 0, 1,2,...,

b bn

s i i s

ia a

u t t dt g t t dt s n  


    ,
 (4) 

то это означает, что все i  равны нулю. Соотношение (4) – система линей-

ных уравнений относительно констант i , определитель которой – опреде-

литель матрицы ( , )g  . Поскольку эта матрица предполагается вырож-

денной, то у системы есть ненулевое решение, а вместе с ним и ненулевой 

элемент u N , что противоречит предположению. Теорема доказана.   

Метод квадратур и задача Валле-Пуссена 

Пусть  

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,...,

b n
q

j j q j j

qa

U x g t x t dt x t w R x j n


     (5) 

некоторая квадратура на заданном множестве узлов 1 2 ... na t t t b      

с фиксированными функциями jg . Напомним, что квадратура (5) называ-

ется точной на классе функций, если для любой функции ( )t  из этого 

класса ( ) 0R   .  

Лемма 2. Если фундаментальная система решений однородного уравне-

ния обладает на отрезке [a;b] свойством чебышёвости, то существует 

единственная квадратура, точная на множестве решений этого уравнения. 

 Рассмотрим: 
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j

j i j i ij i q q

qa

U g t t dt t w   


   . (6) 

Поскольку фундаментальная система решений однородного уравнения 

обладает свойством чебышёвости, то матрица 
, 1,

( )i q i q n
t


   невырож-

дена (например [4]) и система (6) однозначно разрешима относительно ве-

сов j
qw  при заданных ij . 

Для произвольного решения 0( )x t однородного уравнения (2) получим: 

1 1
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b bn n

j j i i ij i j i

s sa a

U x g t c t dt c g t t dt  
 
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Подставляя в последнее соотношение в квадратуру (6), приходим к со-

отношению: 

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

bn n n n
j j

i j i i i q q q q

s s q qa

c g t t dt c t w x t w 
   

     , 

из которого следует справедливость доказываемого утверждения.  

Для дальнейшего нам понадобится матричная форма системы (6) и яв-

ное выражение весов j
qw . Введем следующие обозначения: i

qW w  – 
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матрица весов точных квадратур (5), 
, 1,

( )i q i q n
t


   – матрица значений 

фундаментальной системы решений однородного уравнения в точках qt , 

 ( ) ( )jU x U x  – вектор граничных условий,  ( ) ( )qV x x t  – вектор зна-

чений функции ( )x x t  в узлах квадратуры (6). Система (6) примет в этих 

обозначениях вид ( , )W g    .  

Поскольку матрица   невырождена, то решение этого уравнения при-

нимает вид: 

 1W    . (7) 

Пусть ( )x x t  – решение какой-нибудь задачи Коши для неоднородно-

го уравнения ( )L x f , ( )x x t  – решение краевой задачи (1). Положим 

( ) ( ) ( )y t x t x t  . Легко видеть, что функция ( )y t  – решение полуоднород-

ной краевой задачи: 

 ( ) 0, ( ) ( ) , 1,2,...,j j j jL y U y X U x Y j n      (8) 

Используя лемму 2, заключаем, что существуют веса j
qw  такие, что 

1

( ) ( )
n

j
j q q

q

U y y t w


 . Отсюда: 

1

( ) ( )
n

j
j q q j

q

U y y t w Y


  . 

Последнее равенство в матричных обозначениях примет вид: 

( )W V y Y  . 

В предположении невырожденности матрицы W заключаем, что: 
1( )V y W Y . 

Изложенные выше рассуждения доказывают следующую теорему: 

Теорема 2. Если ( )y y t  – решение краевой задачи с распределенными 

данными (8), матрицы ( , )g  и ( )  – невырожденные, то это решение 

является решением простой задачи Валле- уссена: 
1( ) 0, ( )L y V y W Y  . 

Этот факт позволяет при изучении задач с распределенными условиями 

использовать известные факты из теории многоточечных краевых задач 

Валле-Пуссена. 
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ЗАМЕЧАНИЕ К ТЕОРИИ ВОГНУТЫХ  

И ПСЕВДОВОГНУТЫХ ОПЕРАТОРОВ 
 

М.Л. Катков 
 

В настоящей работе определяется класс операторов, так назы-

ваемых k -сжатий. Понятие k -сжатия является естественным 

обобщением понятий 0u -вогнутого и 0u -псевдовогнутого опера-

торов, рассмотренных в [1] и [2]. Для операторов из выделенного 

класса доказывается сходимость итераций к неподвижной точке. 

Монотонность оператора не предполагается.  

Ключевые слова: положительный оператор, вогнутый опера-

тор, гетеротонный оператор. 
 

Пусть X  – банахово пространство, полуупорядоченное конусом K , 

 0K u  – компонента, порожденная элементом 0u K  [1].  

Определение метрики, порожденной порядком: 

    0; min : ; ; ; 0t tx y t e x y e x x y K u t      .  

Определение k -сжатия. Положительный оператор T , действующий 

в X , будем называть k -сжатием, если выполняются условия:  

1) для любого    0 0x K u Tx K u  ;  

2) для любых  0,x y K u  существует  ;q q x t  такое, что 

 0 ; 1q x t     ( , )t x y , при котором выполняется неравенство: 

     ; ; ;Tx Ty q x t x y  .  

Замечание 1. Монотонный 0u -вогнутый оператор [1] является k -сжа-

тием.  


