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ЭФФЕКТИВНЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ  

ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ В ОДНОРОДНЫХ АЛГОРИТМАХ 

ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
 

С. М. Елсаков 
 

Исследуется вспомогательная задача в однородных алгорит-

мах глобальной оптимизации. Найены локальные максимумы в 

целевой функции вспомогательной задачи, оценены размеры ок-

рестностей вокруг локальных максимумов, где поиск малопер-

спективен. Предложен эффективный алгоритм поиска перспек-

тивных начальных точек для запуска процедуры локальной оп-

тимизации. Найдено условие при котором локальный поиск по-

зволит решить вспомогательную задачу. 

Ключевые слова: многоэкстремальная оптимизация; однород-

ные алгоритмы; вспомогательная задача. 
 

Рассматриваются алгоритмы решения задачи: 

 ,xfabsmin
Xx

 (1) 

где   : df x R R  – функция удовлетворяющая условию Липшица 

    2121 xxLxfxf  , а dX R  – допустимое множество, которое является 

компактом. К особенностям задачи (1) можно отнести длительное время 

вычисления значения целевой функции, а также, как правило, отсутствие 

аналитического описания функции  f x . Задачи вида (1) часто встре-

чаются на практике [1, 2, 3].  

Для решения задачи (1) рассматриваются однородные алгоритмы гло-

бальной оптимизации [2]. Пусть 
1{ }k

i ix 
 – последовательность точек допусти-

мого множества, в которых осуществляется вычисление значений целевой 

функции. Будем говорить, что алгоритм относится к классу однородных 

алгоритмов глобальной оптимизации, если одновременно выполнены три 

условия:  

1. Алгоритм является однородным, т.е. для любых двух целевых функ-

ций различающихся на константу последовательности точек испытаний 

совпадают.  

2. Результаты уже проведенных вычислений представляются не в виде 

таблицы наборов   1 1{ ; }k

i ix f x 
, а в виде пары функций       1 1, , ,..., ,k k km x m x x f x x f x  

и       1 1, , ,..., ,k k ks x s x x f x x f x , которые удовлетворяют следующим условиям:  

А1.     ,   1,k i im x f x i k  ;  

А2.   0,   1,k is x i k  ;  
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А3.   kixxxs ik ,1 ,, 0  ;  

А4.    ,  k km x s x  – липшицевы.  

3. Потребуем, чтобы алгоритм мог быть предствален в виде следу-
ющего алгоритма:  

Шаг 1. Выбрать начальные точки , 1,d

ix i M  . Положить k M .  

Шаг 2. Вычислить: 

     1 , ,k k k
x X

x argabsmin P m x s x


  (2) 

где      2, :k kP m x s x R R  – функция выбора, которая единственна для 

алгоритма,    ,k km x s x  – функции, которые перестраиваются после каждой 

итерации алгоритма и удовлетворяют условиям А1–А4.  

Шаг 3. Вычислить значения  1kf x  , положить 1k k  .  

Шаг 4. Если выполнено условие выхода  , то выйти, иначе вернуться 

на Шаг 2.  
Для однородных алгоритмов справедлива теорема [2]: 

Теорема 1. Если для функции  ks x  выполняются условия  

A5.          1 1 1 1, , ,..., , , , ,..., ,   ,k k km x x f x c x f x c m x x f x f x c k c      ; 

A6.          1 1 1 1, , ,..., , , , ,..., , ,   ,k k k ks x x f x c x f x c s x x f x x f x k c     , 

А7.   , min
,1

i
ki

k xxxs 


 

то множество предельных точек порождаемых алгоритмом с критерием: 

        , 2k k k kP s x m x m x Ks x  , (3) 

где mK L L  , будет совпадать с множеством глобальных минимумов 

липшицевой функции  f x  с константой Липшица L .  

При практической реализации однородных алгоритмов возникают три 

сложности: требуется алгоритм для построения функций  km x  и  ks x , 

требуется достаточно быстро решать задачу (2), требуется каким-либо 
образом выбирать коэфициент K .  

Быстрый алгоритм построения функций  km x  и  ks x  можно построить 

следующим образом. Пусть допустимое множество X  разбито на подмно-

жества MXXXX   21 , таким образом, что ,   , 1,i jX X i j M   и 

количество точек испытаний внутри каждого подмножества отлично от 
нуля. Обозначим границу множества X  как X , а множеств iX  как iX . 

Введем расстояние до внутренней границы подмножества как   yxx
XXy

i
i


 \

min .  

Теорема 2.  усть существует алгоритм построения функций  km x  и 

 ks x , удовлетворяющих условиям A1)–A7) и разбиение таково, что для лю-

бой точки ,x X  которая принадлежит более чем одному подмножеству 

iX  выполняется неравенство   0 


  xi

Xx i

, тогда функции: 
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          ,/
'

xxmxxm i

Xx

i

ki

Xx

k

ii




  

        ,/' xxsxxs i

Xx

i

ki

Xx

k

ii




  

где  i

km x ,  i

ks x  – функции  km x  и  ks x  построенные для испытаний, 

которые располагаются тлько внутри подмножества iX , также удов-

летворяют условиям A1)–A7).  

Теорема 3. Для того чтобы решить задачу глобальной оптимизации 

(1) с точностью   по значению целевой функции с помощью однородного 

алгоритма (для функций  km x  и  ks x  выполняются условия А1–А7) 

достаточно на каждом шаге решать вспомогательную задачу оптими-

зации (2) таким образом, чтобы выполнялось условие: 

   1
1,

min .k k i
i k

P x f x 


   (4) 

Теорема 3 позволяет на каждом шаге искать следующую точку 

с помощью алгоритмов локальной оптимизации, не решая задачу (2) точно. 

И только при выходе требуется решить задачу (2) точно. 

Для подбора коэфициента K  известно несколько подходов [2]. Нами 

предлагается подход основанный на подходе адаптивного оценивания 

коэфициента K . Предлагается ввести некий коэфициент достоверности r  

с начальным значением меньше 1, например 0.5. Затем решить задачу (1) 

с 
   

ij

ij

xx

xfxf
rK




 max* , после чего значение r  увеличивается допустим 

на 0,1. Это позволяет найти глобальный минимум при минимальном r , как 

правило, за наименьшее количество операций.  

Рассмотрим задачу (2): 

    2 min,k k
x X

m x Ks x


   (5) 

где значения целевой функции в точках 
1{ }k

i ix 
 равны, соответственно, 

  1{ }k

i if x  . В соответствии с теоремой 3 нам не требуется на каждом шаге 

находить точной решение, требуется только найти значение удовлетво-

ряющее неравенству    1
1,

min .k k i
i k

P x f x 


   

Исследуем эту задачу более подробно.  

Лемма.  усть  r ix S x , где  r iS x  – замкнутый шар с центром 

в точке ix  и радиусом: 

ji

ij

kj
xxminr 




 *5.0

,1

. (6) 

Тогда внутри шара: 

 . 
,1

i
ki

i xxminxx 


. (7) 
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Доказательство: 

Для каждой точки x  существует некий номер j , такой что 

i
ki

j xxxx 


 min
,1

. Поскольку точка x  принадлежит шару, то rxx i  . 

Покажем, что для любой точки 
jx  отличной от ix  выполняется неравенство: 

 .ji xxxx   (8) 

Для этого рассмотрим расстояние 
ij xx  . По условиям леммы: 

 . min22
,1

ijji

ij

kj
i xxxxrxx 




 (9) 

Запишем неравенство треугольника: 

 .ijij xxxxxx   (10) 

Из неравеств (9) и (10) следует, что: 

 ,2 iji xxxxxx   

 .xxxx ji   

(11) 

Следовательно, (7) верно. 

Теорема 4. Функция    2k km x Ks x  имеет локальные максимумы 

в точках ,  1,ix i k . 

Доказательство 

Рассмотрим разность    k k im x m x , поскольку функция  km x  лип-

шицева, то выполняется неравенство: 

     .imikk xxLxmxm   (12) 

С учетом того, что mK L L  , можно записать: 

 .2 iim xxKxxL   (13) 

Пусть  r ix S x , где  r iS x  – замкнутый шар с центром в точке ix  и 

радиусом ji

ij

kj
xxr 




 min*5.0

,1
. Тогда, на основе Леммы, в пределах шара бу-

дет выполняться соотношение i
ki

i xxxx 


 min
,1

 и, воспользуясь неравен-

ством, (A7) получим: 

  .2 min22
,1

xKsxxKxxK ki
ki

i 


 (14) 

Из неравенств (12)–(14) следует: 

      2 .k k i km x m x Ks x   (15) 

С учетом того, что   0k is x  , можно преобразовать неравенство (15): 

       2 2k k k i k im x Ks x m x Ks x   . (16) 
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Неравенство (16) свидетельствует, о существовании окрестности вокруг 

точки ix  радиусом r  внутри которой выполняется условие локального 

максимума.  

Покажем, что значения функции    2k km x Ks x  достаточно большие 

в окрестностях точек ix . 

Рассмотрим шар  r iS x  – замкнутый шар с центром в точке ix  и радиусом 

ji

ij

kj
xxr 




 min*5.0

,1
. На границе этого шара будет выполняться неравенство: 

      2 2 ,k k k i mm x Ks x m x Kr L r      (17) 

где mL  – константа Липшица для функции  km x . Учитывая, что mK L L  , 

запишем: 

        2 2 2 2 .m m m mKr L r r L L L r L L          (18) 

Таким образом на границе шара значение функции    2k km x Ks x  мень-

ше, чем в центре шара на  2 mr L L . Поскольку функция    2k km x Ks x  

является липшицевой, то в каждой точке ix  существует шар меньшего 

радиуса, значения в котором заведомо больше, чем    2k i mm x r L L  . 

Радиус этого шара R  может быть найден из условия Липшица: 

            2 2m k k k ir L L m x Ks x m x     , (19) 

запишем условие Липшица: 

      .22 RKLLxxKLL smism   (20) 

Выразим радиус R :  

   
2

.
2

m

m s

L L
R r

L KL





 (21) 

С учетом, того, что mK L L   и 1sL  , то правая часть неравенства (21) 

может изменяться в пределах: 

    
2

0 .
2

m

m s

L L
r r

L KL


 


 (22) 

Таким образом для решения задачи (2) требуется искать локальные 

минимумы функции    2k km x Ks x , которые лежат как можно дальше от 

точек ,  1,ix i k . Точное решение этой задачи представляется достаточно 

сложной задачей, однако, в нашем случае нет необходимости искать точ-

ное решение, достаточно указать любую точку из «области притяжения» 

локального минимума и из этой точки спустить к локальному минимуму. 

Рассмотрим возможный подход к приблизительному решению этой задачи. 
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Пусть в качестве допустимого множества X  выбрано множество 

 0;1
d

X  . Построим 2d -арное дерево следующим образом. Корню дерева 

сопоставим всё множество X . Дальнейшее сопоставление описывается 

рекурсивной формулой. Пусть узлу сопоставлено некоторое множество 

 ;
d

a b , где  ,  0;1
d

a b . Тогда потомку этого узла с индексом  0,1, 2 1di    

сопоставим множество  ;
d

u v , где: 

 

,       2 0;

,       2 2 ;
2

j

j

j j j j j

a если i and

u a b
если i and

 


  




 

 
,       2 0;

2

,       2 2 .

j j j

j
j j

j

a b
если i and

v

b если i and




 
 

 

 

(23) 

Высота дерева H  является параметром алгоритма и задается 

пользователем. Каждому узлу сопоставим целое число (индекс узла) – 

количество листьев в поддереве максимальной высоты h  этого узла, не 

содержащем ни одной точки проведенного испытания. Описанная струк-

тура данных позволяет эффективно добавлять информацию о проведенных 

вычислениях в дерево и эффективно определять поддерево максимальной 

высоты свободное от точек испытаний. Время выполнения этих операций 

фиксировано и составляет  O H . Дерево высоты H  содержит: 

    
2 1

2 1

Hd

d




 (24) 

узлов.  

Теорема 5. Если найдено поддерево высоты 

      2
1,1,

log max min / 2 1i i m
i ki k

h f x f x L L H


 
      

 
, то вспомогательная задача 

решена с точностью  . 

Доказательство 

Пусть высота максимального поддерева h . Тогда можно вписать шар 

диаметром 2h H  с центром в точке шx  таким образом, чтобы внутри шара не 

оказалось ни одной точки уже проведенного испытания. Т.е. найдена точка: 

 .2 min 1

,1




 Hh

iш
ki

xx  (25) 

Для того, чтобы задача была решена требуется: 

      
1,

2 min .k ш k ш i
i k

m x Ks x f x 


    (26) 

Воспользуемся оценкой из предыдущей теоремы: 

        


miш
ki

ikшkшk LLxxxmxKsxm 2 min2
,1

 (27) 
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c учетом неравенства (25): 

  12 2 .h H

mL L     (28) 

Объединяя неравенства (27) и (28): 

                 12 2 2 .h H

k ш k ш k i mm x Ks x m x L L       (29) 

Выражая значение функции    2k km x Ks x  в центре шара: 

           12 2 2h H

k ш k ш k i mm x Ks x m x L L       (30) 

 

               1 1

1,
2 2 max 2 2 .h H h H

k i m i m
i k

m x L L f x L L   


      (31) 

Из неравенст (30) и (31) следует: 

                 1

1,
2 max 2 2 .h H

k ш k ш i m
i k

m x Ks x f x L L 


     (32) 

Задача будет решена, если будет выполнено следующее неравенство: 

                 1

1,1,
max 2 2 min .h H

i m i
i ki k

f x L L f x  


     (33) 

Преобразуем: 

                      1

1,1,
max min 2 2 ,h H

i i m
i ki k

f x f x L L  


      

 
   

1,1, 1
max min

2 ,
2

i i
i ki k h H

m

f x f x

L L


  

 



 

 

          
   

1,1,

2

max min
log 1.

2

i i
i ki k

m

f x f x
h H

L L




  
    
 
 

 
 

Выражая высоту найденного поддерева: 

         
   

1,1,

2

max min
log 1.

2

i i
i ki k

m

f x f x
h H

L L




  
   
 
 

 
(34) 

Таким образом выполнение неравенства (34) влечет выполнение нера-

венства (26), что означает возможность решения вспомогательной задачи 

с точностью .   

Библиографический список 

1. Елсаков, С.М. Однородные алгоритмы многоэкстремальной оптими-

зации / С.М. Елсаков, В.И. Ширяев // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. – 

2010. – № 10. – C. 1727–1740. 

2. Елсаков, С.М. Однородные алгоритмы многоэкстремальной оптими-

зации для целевых функций со значительным временем вычисления значе-

ния / С.М. Елсаков, В.И. Ширяев // Вычислительные методы и программи-

рование. – 2011. – № 1. – C. 52–73. 



Наука ЮУрГУ: материалы 66-й научной конференции 

Секции естественных наук 

193 

3. Elsakov, S.M. Linear Homogeneous Algorithms of Global Optimization / 

S.M. Elsakov, V.I. Shiryaev // Global Optimization: Theory, Methods & Appli-

cations. Series Lecture notes in decision science. Vol. 12. – Hong Kong, Lon-

don, Tokyo: Global-Link Publisher, 2009. – Pр. 241–247. 
 

К содержанию 

 

 

УДК519.71 

СИГНАЛЬНЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ  

В ЗАДАЧЕ ПЛАНИРОВАНИЯ ПОПОЛНЕНИЯ СКЛАДА 
 

Б.М. Кувшинов 
 

Рассматривается многокритериальная задача оптимизации 

управления пополнением складских запасов предприятия. Опре-

делены риски, возникающие в результате неточного и незаблаго-

временного определения будущего спроса. Предложена двухуров-

невая система фильтрации, которая позволяет минимизировать 

указанные риски при ограниченной пропускной способности ЛПР. 

Ключевые слова: управление запасами; поддержка принятия 

решений; многокритериальная оптимизация. 

 

Задача заблаговременного пополнения складских запасов, покрываю-

щих детерминированный или прогнозируемый спрос, типична для пред-

приятий самых разных сфер деятельности, имеющих дело с материальны-

ми запасами [1–3]. Объем и время возникновения потребностей определя-

ется графиком отгрузки запасов контрагентам или их использования в соб-

ственном производстве. Необходимость же заблаговременного пополнения 

склада диктуется временными задержками в логистической цепочке [4]. 

Эти задержки включают время на агрегирование потребностей плановым 

отделом, поиск необходимых товаров у поставщиков, собственно время 

доставки на склад, время документального приходования и фактической 

приемки товара, время контроля качества и размещения поступивших за-

пасов на складе и т.п. 

В таких условиях возникает конфликт интересов потребительского и 

снабженческого подразделений внутри предприятия (например, отдела 

продаж и отдела закупа). С точки зрения потребительского подразделения, 

момент определения или прогнозирования потребностей tП должен быть 

как можно ближе к моменту отгрузки tC. Это позволяет максимально точно 

определять график отгрузки. С точки зрения снабженческого подразделе-

ния, напротив, моменты отгрузки tС1, tС2, … должны быть известны как 

можно более заблаговременно. Это позволяет обеспечить своевременное 

поступление запасов на склад.  


