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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ СОВМЕСТИМОСТИ

И ФУНКЦИОНАЛЬНО-ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ В ДВУМЕРНОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

М.В. Нещадим

Исследуется система уравнений с, вообще говоря, переменными коэффициента-
ми, описывающая функционально-инвариантные решения волнового уравнения в про-
странстве R

3
(t, x, y). Хорошо известно, что для единичной матрицы коэффициентов

все функционально-инвариантные решения описываются формулой Соболева. В рабо-
те доказано, что если решение рассматриваемой системы имеет максимальный про-
извол (который понимается в смысле теории совместности переопределенных систем
дифференциальных уравнений в частных производных), то коэффициенты волнового
уравнения связаны алгебраическим соотношением второго порядка (гиперболическим
или эллиптическим) и, кроме того, дифференциальным соотношением второго поряд-
ка. На множестве дифференциальных уравнений естественно действует группа преоб-
разований, индуцированных заменами пространственных переменных. Получена пол-
ная классификация рассматриваемых систем относительно этой группы. Доказано, что
есть ровно три класса эквивалентности. В работе используются классические методы
теории Рикье исследования переопределенных систем дифференциальных уравнений
в частных производных.

Ключевые слова: волновое уравнение, теория совместности, функционально-

инвариантные решения.

В работе рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка

utt = A

2
uxx +B

2
uyy, (1)

где u = u(t, x, y) — неизвестная функция, A = A(x, y), B = B(x, y) — ненулевые коэффи-
циенты. Предполагается, что все рассматриваемые функции аналитические. Для частных
производных используются обозначения вида ∂u

∂t = ut.
Напомним, что функция u = u(t, x, y) называется функционально-инвариантным реше-

нием уравнения (1), если для любой достаточно гладкой функции F (z) одного аргумента
функция F (u) также будет решением уравнения (1). Легко понять, что u функционально-
инвариантное решение уравнения (1) только, если u решение системы

utt = A

2
uxx +B

2
uyy, u

2
t = A

2
u

2
x +B

2
u

2
y. (2)

При A = B = 1 общее решение этой системы дается формулой Смирнова-Соболева [1]

t

√
a

2 + b

2 + xa+ yb = c, (3)

где a, b, c — произвольные функции от переменной u.
Приведение системы (2) в инволюцию, при A = B = 1, в соответствие с теорией Рикье

[2, 3] показывает, что (2) эквивалентна системе

ut =

√
u

2
x + u

2
y, uxx = 2

ux

uy
uxy −

u

2
x

u

2
y

uyy, (4)
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которая уже находится в инволюции, и решение которой однозначно определяется данными

u|t=x=0 = ϕ(y), ux|t=x=0 = ψ(y), (5)

для двух произвольных функций ϕ(y), ψ(y), что соответствует формуле (3).
Широтой (или произволом) решения системы (4) называется наименьший набор данных,

по которым однозначно восстанавливается решение (см. [2, 3]). В данном случае это две
функции одного аргумента.

Рассмотрим следующую задачу:
Определить коэффициенты A = A(x, y), B = B(x, y) при которых

функционально-инвариантные решения уравнения (1) определяются двумя про-
извольными функциями одного аргумента, т.е. широта решения системы (2) сов-
падает с широтой решения системы (4).

Отметим, что такая постановка соответствует обратной задаче теории совместности,
сформулированной в ([4], с. 24):

≪Какого вида должны быть дифференциальные связи Ψαβ и уравнения Φµ подсистемы
(S

′

) ⊂ (S), чтобы переопределенная система имела заданный произвол в своем решении≫.
Имеет место

Теорема 1. Системы (2) и (4) имеют одинаковую широту решения тогда и только тогда,

когда по модулю преобразований

A 7−→ αA, B 7−→ βB, где α, β ∈ R\{0},

справедливо одно из следующих соотношений:

1. B2
= A

2, где A = exp γ, γ = γ(x, y) — некоторое решение уравнения γxx + γyy = 0,

2. B2
= A

2
+ 1, где (lnA

2
)yy + (ln(A

2
+ 1))xx = 0,

3. B2
= 1 −A

2, где (lnA
2
)yy = (ln(1 −A

2
))xx.

Доказательство. Пусть A2
= B

2, тогда система (2) принимает вид

utt = A

2
(uxx + uyy), u

2
t = A

2
(u

2
x + u

2
y). (6)

Второе уравнение системы (6) запишем в виде

ut = A

√
u

2
x + u

2
y. (7)

Из (7) находим utt и подставляем в первое уравнение системы (6)

A

uxutx + uyuty√
u

2
x + u

2
y

= A

2
(uxx + uyy).

Производные utx и uty заменяем в силу (7)

ux√
u

2
x + u

2
y



Ax

√
u

2
x + u

2
y +A

uxuxx + uyuxy√
u

2
x + u

2
y


+

uy√
u

2
x + u

2
y



Ay

√
u

2
x + u

2
y +A

uxuxy + uyuyy√
u

2
x + u

2
y


 = A(uxx + uyy)
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или

uxx =
2ux

uy
uxy −

u

2
x

u

2
y

uyy +
1

Au

2
y

(Axux +Ayuy)(u
2
x + u

2
y).

Таким образом, система (6) эквивалентна системе




ut = A

√
u

2
x + u

2
y,

uxx =
2ux

uy
uxy − u2

x

u2
y
uyy +

1
Au2

y
(Axux +Ayuy)(u

2
x + u

2
y).

(8)

Так как системы (8) и (4) имеют одинаковую широту решения, то система (8) находится в
инволюции. Это означает, что соотношение (ut)xx = (uxx)t для правых частей системы (8)
должно выполняется тождественно в силу самой же системы (8). Производя соответствую-
щие вычисления, находим, что это соотношение эквивалентно равенству

AAxx +AAyy −A

2
x −A

2
y = 0.

Положим A = exp γ, где γ = γ(x, y). Тогда это соотношение примет вид

γxx + γyy = 0.

Рассмотрение случая A2
= B

2 завершено.
Пусть A, B — произвольные. Перепишем второе соотношение системы (2) в виде

ut =

√
A

2
u

2
x +B

2
u

2
y. (9)

Отсюда найдем utt и подставим в первое уравнение системы (2)

A

2
uxutx +B

2
uyuty√

A

2
u

2
x +B

2
u

2
y

= A

2
(uxx + uyy).

Производные utx и uty заменяем в силу (9)

A

2
ux

AAxu
2
x +A

2
uxuxx +BBxu

2
y +B

2
uyuxy√

A

2
u

2
x +B

2
u

2
y

+

B

2
uy

AAyu
2
x +A

2
uxuxy +BByu

2
y +B

2
uyuyy√

A

2
u

2
x +B

2
u

2
y

= A

2
(uxx + uyy).

или
uxx =

2ux

uy
uxy − u2

x

u2
y
uyy +

ux

B2u2
y
(AAxu

2
x +BBxu

2
y) +

1
B2uy

(AAyu
2
x +BByu

2
y).

Таким образом система (2) эквивалентна системе




ut =

√
A

2
u

2
x +B

2
u

2
y,

uxx =
2ux

uy
uxy − u2

x

u2
y
uyy +

ux

B2u2
y
(AAxu

2
x +BBxu

2
y) +

1
B2uy

(AAyu
2
x +BByu

2
y).

(10)

Так как системы (10) и (4) имеют одинаковую широту решения, то система (10) находится в
инволюции. Это означает, что соотношение (ut)xx = (uxx)t для правых частей системы (10)
должно выполняется тождественно в силу самой же системы (10). Производя соответству-
ющие вычисления, находим, что это соотношение эквивалентно равенству

B

3
(AB

3
Byy − 2AyB

3
By +AB

2
B

2
y +A

3
BBxx −A

3
B

2
x)u

4
y+
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2A
2
B

4
(AxBy −AyBx)u

3
yux+

AB(−B4
A

2
y +AB

4
Ayy +A

2
B

3
Byy − 2AB

3
AyBy +A

3
B

3
Axx+ (11)

A

2
B

2
A

2
x +A

2
B

2
B

2
y − 2A

3
BAxBx +A

4
BBxx −A

4
B

2
x)u

2
xu

2
y+

2A
4
B

2
(AxBy −AyBx)u

3
xuy+

A

3
(AB

3
Ayy −B

3
A

2
y +A

2
BA

2
x +A

3
BAxx − 2A

3
AxBx)u

4
x = 0.

Производные ux, uy в соотношении (11) надо считать независимыми переменными. Поэтому
(11) эквивалентно системе соотношений





AB

3
Byy − 2AyB

3
By +AB

2
B

2
y +A

3
BBxx −A

3
B

2
x = 0,

−B4
A

2
y +AB

4
Ayy +A

2
B

3
Byy − 2AB

3
AyBy +A

3
B

3
Axx+

A

2
B

2
A

2
x +A

2
B

2
B

2
y − 2A

3
BAxBx +A

4
BBxx −A

4
B

2
x = 0,

AB

3
Ayy −B

3
A

2
y +A

2
BA

2
x +A

3
BAxx − 2A

3
AxBx = 0,

AxBy −AyBx = 0.

(12)

Последнее соотношение означает, что функции A и B функционально-зависимы. Для опре-
деленности будем считать, что

B = B(A). (13)

Тогда оставшиеся три соотношения системы (12) примут вид





AB

3
(B

′′

+B

′

Ayy) − 2A
2
yB

3
B

′

+AB

2
(B

′

)
2
A

2
y+

A

3
B(B

′′

A

2
x +B

′

Axx) −A

3
(B

′

)
2
A

2
x = 0,

−B4
A

2
y +AB

4
Ayy +A

2
B

3
(B

′′

A

2
y +B

′

Ayy)−
2AB

3
B

′

A

2
y +A

3
B

3
Axx +A

2
B

2
A

2
x +A

2
B

2
(B

′

)
2
A

2
y−

2A
3
BB

′

A

2
x +A

4
B(B

′′

A

2
x +B

′

Axx) −A

4
(B

′

)
2
A

2
x = 0,

AB

3
Ayy −B

3
A

2
y +A

2
BA

2
x +A

3
BAxx − 2A

3
B

′

A

2
x = 0.

(14)

Соотношения системы (14) не являются независимыми. Если первое соотношение домно-
жить на A и вычесть из второго, то получим третье соотношение. Поэтому достаточно
рассматривать только первое и третье соотношения. Если третье соотношение домножить
на B

′

и вычесть из первого, то получим

(ABB
′′

+A(B
′

)
2 −BB

′

)(A
2
A

2
x +B

2
A

2
y) = 0.

Так как A2
A

2
x +B

2
A

2
y 6= 0 (иначе A постоянная и в силу (13) B постоянная), то

ABB

′′

+A(B
′

)
2 −BB

′

= 0.

Итак, система (14) эквивалентна системе

{
AB

3
Ayy −B

3
A

2
y +A

2
BA

2
x +A

3
BAxx − 2A

3
B

′

A

2
x = 0,

ABB

′′

+A(B
′

)
2 −BB

′

= 0.
(15)

Второе соотношение (15) перепишем в виде

A(BB
′

)
′

= BB

′

.
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Отсюда
B

2
= a0A

2
+ a1,

где a0, a1 — некоторые вещественные числа. Растяжением коэффициентов

A 7−→ αA, B 7−→ βB, где α, β ∈ R\{0},
(которые индуцированы растяжением переменных t, x, y, u исходной системы (2)) приходим
к одному из случаев

1. B2
= A

2,
2. B2

= A

2
+ 1,

3. B2
= 1 −A

2.
Случай B2

= A

2 уже рассмотрен.
Пусть B2

= A

2
+ 1. Так как BB

′

= A, то первое соотношение (15) примет вид

−2A
4
A

2
x +AB

2
(B

2
Ayy +A

2
Axx) +B

2
(A

2
A

2
x −B

2
A

2
y) = 0.

Подставляем сюда B2
= A

2
+ 1

−2A
4
A

2
x +A(A

2
+ 1)

2
Ayy +A

3
(A

2
+ 1)Axx +A

2
(A

2
+ 1)A

2
x − (A

2
+ 1)

2
A

2
y = 0.

Домножим на A2 и перепишем в виде

−P 2
P

2
x + P (P + 1)

2
Pyy − (P + 1)

2
P

2
y + P

2
(P + 1)Pxx = 0,

где P = A

2. Или

P

2
(P + 1)Pxx − P

2
P

2
x + P (P + 1)

2
Pyy − (P + 1)

2
P

2
y = 0,

P

2
(P + 1)

2

(
Px

P + 1

)

x

+ P

2
(P + 1)

2

(
Py

P

)

y

= 0,

(ln(P + 1))xx + (ln(P ))yy = 0.

Итак, функция A2 в случае B2
= A

2
+ 1 удовлетворяет уравнению

(lnA
2
)yy + (ln(A

2
+ 1))xx = 0.

Пусть B2
= 1 −A

2. Так как BB
′

= −A, то первое соотношение (15) примет вид

2A
4
A

2
x +AB

2
(B

2
Ayy +A

2
Axx) +B

2
(A

2
A

2
x −B

2
A

2
y) = 0.

Подставляем сюда B2
= 1 −A

2

2A
4
A

2
x +A(1 −A

2
)
2
Ayy +A

3
(1 −A

2
)Axx +A

2
(1 −A

2
)A

2
x − (1 −A

2
)
2
A

2
y = 0.

Домножим на A2 и перепишем в виде

P

2
P

2
x + P (1 − P )

2
Pyy − (1 − P )

2
P

2
y + P

2
(1 − P )Pxx = 0,

где P = A

2. Или
(1 − P )

2
(PPyy − P

2
y ) + P

2
((1 − P )Pxx + P

2
x ) = 0,

P

2
(1 − P )

2

(
Px

1 − P

)

x

+ P

2
(1 − P )

2

(
Py

P

)

y

= 0,

(ln(1 − P ))xx − (ln(P ))yy = 0.

Итак, функция A2 в случае B2
= 1 −A

2 удовлетворяет уравнению

(lnA
2
)yy = (ln(1 −A

2
))xx.
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Далее рассмотрим вопрос о существовании замены переменных вида

t = t, x̃ = ϕ(x, y), ỹ = ψ(x, y), (16)

которая бы приводила систему

utt = uxx + uyy, u
2
t = u

2
x + u

2
y, (17)

к виду
utt = A

2
uexex +B

2
ueyey, u

2
t = A

2
u

2
ex +B

2
u

2
ey (18)

в каждом из трех случаев указанных в теореме.
1-й случай. B2

= A

2, где A = exp γ, γ = γ(x, y) — некоторое решение уравнения
γxx +γyy = 0. Покажем, что существует замена переменных вида (16), причем (ϕ,ψ) — пара
гармонически сопряженных функций.

Итак, пусть функции ϕ = ϕ(x, y), ψ = ψ(x, y) удовлетворяют условиям Коши – Римана

ϕx = ψy, ϕy + ψx = 0. (19)

Тогда замена (16) приводит систему (17) к виду

utt = (ϕ
2
x + ϕ

2
y)(uexex + ueyey), u

2
t = (ϕ

2
x + ϕ

2
y)(u

2
ex + u

2
ey),

т.е. A2
= ϕ

2
x + ϕ

2
y. Исключая ψ из (19), получим систему уравнений

ϕ

2
x + ϕ

2
y = A

2
, ϕxx + ϕyy = 0

на функцию ϕ, причем функцию A надо считать заданной. Перепишем эту систему в виде

ϕx =

√
A

2 − ϕ

2
y, ϕxx = −ϕyy (20)

составим соотношение (ϕx)x = ϕxx и преобразуем его в силу самой системы (20). После
несложных вычислений получим

ϕx =

√
A

2 − ϕ

2
y, ϕyy =

Ay

A

ϕy −
Ax

A

√
A

2 − ϕ

2
y, (21)

Условие совместности (ϕx)yy = (ϕyy)x после преобразований в силу (21) принимает вид

(lnA)xx + (lnA)yy = 0.

Итак, существует замена вида (16), где (ϕ,ψ) — гармонически сопряженная пара функций,
преобразующая (17) в (18), где A2

= B

2.

Замечание 1. Ясно, что существует аналог формулы Соболева – Смирнова (3) для
функционально-инвариантных решений уравнения (1) при B2

= A

2.

2-й случай. Пусть B2
= 1 ± A

2. Замена переменных (16) преобразует систему (17) к
виду

utt = |∇ϕ|2uexex + 2 < ∇ϕ,∇ψ > uexey + |∇ψ|2ueyey + △ϕuex + △ψuey,

u

2
t = |∇ϕ|2u2

ex + 2 < ∇ϕ,∇ψ > uexuey + |∇ψ|2u2
ey.

Здесь использованы стандартные обозначения: ∇ϕ = (ϕx, ϕy), △ϕ = ϕxx + ϕyy, |∇ϕ|2 =

ϕ

2
x + ϕ

2
y, < ∇ϕ,∇ψ >= ϕxψx + ϕyψy.
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Предположим, что полученная система имеет вид (18), т.е.

|∇ϕ|2 = A

2
, < ∇ϕ,∇ψ >= 0, |∇ψ|2 = B

2
, △ϕ = △ψ = 0

или, разрешив относительно производных,

ψx =
A
Bϕy, ψy = −B

A

√
A

2 − ϕ

2
y, ψxx = −ψyy,

ϕx =

√
A

2 − ϕ

2
y, ϕxx = −ϕyy.

(22)

(Выбор знаков в правых частях системы (22) связан с наличием преобразований ϕ 7→ −ϕ,
ψ 7→ −ψ, x 7→ −x, y 7→ −y.) Последние два соотношения заменим на эквивалентные

ϕx =

√
A

2 − ϕ

2
y, ϕyy =

Ay

A

ϕy −
Ax

A

√
A

2 − ϕ

2
y.

Из первых двух соотношений (22) находим

ψxx =
BxA−BAx

A2 ϕy +
BAy√
A2−ϕ2

y

− Bϕyϕyy

A
√

A2−ϕ2
y

,

ψyy =
BAy−ByA

A2

√
A

2 − ϕ

2
y −

BAy√
A2−ϕ2

y

+
Bϕyϕyy

A
√

A2−ϕ2
y

и подставляем в третье соотношение. Получим

(BxA−BAx)ϕy + (BAy −ByA)

√
A

2 − ϕ

2
y = 0. (23)

Пусть B2
+A

2
= 1. Введем функцию θ = θ(x, y) так, что

B = cos θ, A = sin θ.

Тогда из (23)

ϕy =
θy sin θ√
θ

2
x + θ

2
y

.

Итак, исходная система (22) может быть переписана в эквивалентном виде

ψx =
θy cos θ√

θ2
x+θ2

y

, ψy = − θx cos θ√
θ2
x+θ2

y

,

ϕx =
θx sin θ√

θ2
x+θ2

y

, ϕy =
θy sin θ√

θ2
x+θ2

y

, ϕyy =
θ2
y−θ2

x√
θ2
x+θ2

y

sin θ.

(24)

Из последних двух соотношений, составив равенство (ϕy)y = ϕyy, найдем, что

(θxθyy − θyθxy) sin θ + θx(θ
2
x + θ

2
y) cos θ = 0.

Из соотношений ψxy = ψyx, ϕxy = ϕyx найдем, что

(θy(θyθxx − θxθxy) + θx(θxθyy − θyθxy)) cos θ = (θ
2
x + θ

2
y)

2
sin θ,

θx(θyθxx − θxθxy) = θy(θxθyy − θyθxy).

Введем обозначение P =
θx

θy
. Тогда три дополнительных соотношения перепишутся в виде

PPx + Py = 0, Px − PPy = (P
2
+ 1)

2
θytgθ, Py = P (P

2
+ 1)θyctgθ.
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Из первых двух соотношений системы находим Py = −P (P
2
+1)θytgθ и подставляем в третье

соотношение. Получаем, что tg2
θ = −1. Противоречие.

Аналогично рассматривается случай B2 −A

2
= 1.

Итак, не существует замены переменных (16), которая бы приводила систему (17) к
виду (18) при B2 ±A

2
= 1.

В связи с этим можно поставить следующий
Вопрос. Существует ли аналог формулы Соболева – Смирнова (3) для функционально-

инвариантных решений уравнения (1) при B2 ±A

2
= 1?
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Inverse Problem of the Theory of Compatibility

and Functional-Invariant Solutions Wave Equation

in Two-Dimensional Space

M.V. Neshchadim, Sobolev’s Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk State University
(Novosibirsk, Russian Federation)

We investigated the system of equations with variable coefficients, which describe
functional-invariant solutions of wave equation in space R

3
(t, x, y). It is well known that in

the case of identity matrix of coefficients we can describe all functional-invariant solutions
by Sobolev formula. In this paper we prove that if solutions of considered systems have
maximal arbitrariness (in the sense of the theory of compatibility overdetermined systems
of differential equations in partial derivatives) then coefficients of the wave equation are
connected by algebraic relation of the second order (hyperbolic or elliptic type) and in
addition by differential relation of the second order. Group of transformations induced by
change of space variables acts on the all set of differential equations naturally. We obtain
complete classification of the considered systems with respect to this group. More precisely,
we prove that there are exactly three classes of equivalence. In this paper we use classical
methods Requier theory of investigation of overdetermined systems of differential equations
in partial derivatives.

Keywords: Wave equation, theory of compatibility, functional-invariant solutions.
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